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Izvlecˇek
V disertaciji je predstavljen matematicˇni model in racˇunski postopek za geometrijsko in materialno neli-
nearno analizo predhodno napetih betonskih linijskih konstrukcij ob socˇasnem delovanju mehanske in
pozˇarne obtezˇbe. Pri izpeljavi modela so uposˇtevani zamiki na stiku med betonom in jeklom za pred-
napenjanje, lusˇcˇenje betona pa v modelu ni uposˇtevano. Zaradi zahtevnosti modela je vsebina disertacije
razdeljena na dva dela. V prvem delu so predstavljene osnovne enacˇbe modela za analizo prednapetih
betonskih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi. Obnasˇanje betonskega dela prednapete linijske kon-
strukcije je opisano z Reissnerjevim modelom ravninskega nosilca, obnasˇanje jekla za prednapenjanje
pa z modelom vrvi. Osnovne enacˇbe modela so resˇene s pomocˇjo novih deformacijskih koncˇnih elemen-
tov, ki so izpeljani s pomocˇjo modificiranega izreka o virtualnem delu. Ustreznost in natancˇnost pred-
stavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih betonskih linijskih
konstrukcij pri sobni temperaturi je ocenjena s primerjavo med numericˇnimi in eksperimentalnimi rezul-
tati. Primerjava je pokazala, da togost stika med betonom in jeklom za prednapenjanje bistveno vpliva
na potek kinematicˇnih in staticˇnih kolicˇin v prednapetih betonskih linijskih konstrukcijah. V drugem
delu naloge, ki je tudi osrednja tema disertacije, je matematicˇni model in racˇunski postopek za analizo
prednapetih betonskih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi razsˇirjen na razmere, ki vladajo med
pozˇarom. Predstavljeni model je razdeljen na dve matematicˇno nepovezani fazi. V prvi fazi je dolocˇena
cˇasovna in krajevna razporeditev temperature in vlage v precˇnem prerezu prednapete betonske linijske
konstrukcije. Za opis povezanega prenosa toplote in vlage v kapilarno poroznih materialih med pozˇarom
je uporabljen Luikov matematicˇni model. Dolocˇata ga dve povezani nelinearni parcialni diferencialni
enacˇbi s temperaturno in vlazˇnostno odvisnimi materialnimi parametri. Enacˇbi sta resˇeni z diferencˇno
metodo. V drugi fazi analize je s pomocˇjo dobljenih rezultatov prve faze dolocˇen cˇasovni odziv pred-
napete linijske konstrukcije med pozˇarom ob socˇasnem delovanju mehanske in temperaturne obtezˇbe.
Materialni zakoni betona, jekla za armiranje in jekla za prednapenjanje so nelinearni, pripadajocˇi materi-
alni parametri pa so odvisni od temperature. Prav tako je nelinearna in odvisna od temperature konstitu-
cijska zveza med zamiki in strizˇnimi napetostmi na stiku med betonom in jeklom za prednapenjanje. Pri
dolocˇitvi napetostnega in deformacijskega stanja prednapetih linijskih konstrukcij med pozˇarom so poleg
mehanskih in temperaturnih deformacij uposˇtevane tudi t.i. prehodne deformacije betona in lezenje be-
tona ter viskozno lezenje jekla za armiranje in prednapenjanje. Ustreznost in natancˇnost predstavljenega
matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij
med pozˇarom je ocenjena s primerjavo med numericˇnimi in eksperimentalnimi rezultati. Primerjava in
podrobna parametricˇna sˇtudija je pokazala, da je cˇasovno in krajevno razporeditev temperatur in vlage
v prednapetih linijskih konstrukcijah potrebno dolocˇiti z enacˇbami povezanega prenosa toplote in vlage,
ter da imajo zamiki na stiku med betonom in jeklom za prednapenjanje pomemben vpliv na napetostno
in deformacijsko stanje ter pozˇarno odpornost prednapetih betonskih linijskih konstrukcij in jih v analizi
ne smemo zanemariti.
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Summary
The thesis presents the mathematical model and numerical procedure for geometrically and materially
non-linear static analysis and fire resistance of prestressed concrete structures. The mathematical model
is limited to pretensioned prestressed concrete structure. In the derivation of matematical model the
slip effect between concrete part of the structure and prestressing steel is considered, while the concrete
spalling is not included into the matematical model. Because the problem was very complex we decided
to divide the thesis into two parts. The first part presents the static analysis and the system of fundamen-
tal equations of prestressed concrete structures considering slip effect between concrete part of structure
and prestressing steel. Reissner’s planar beam theory is used to model the concrete part of the structure,
while the prestressing steel is modelled as a rope model. The system of the fundamental equations has to
be solved numerically. Therefore, a modified principle of virtual work is used to derive the strain based
family of finite elements for a non-linear analysis of prestressed concrete structures. The applicability
and the accuracy of the proposed mathematical model and numerical procedure of prestressed concrete
structures subjected to static load are illustrated and verified by numerical examples avaliable in litera-
ture. It was found out that the slip effect between concrete part of the structure and prestressing steel has
a significant influence on kinematic and static quantities in prestressed concrete structures. In the second
part, which is the main part of the thesis the mathematical model and numerical procedure is expanded
to the analysis of prestressed concrete structure exposed to fire. Because the problem is very complex,
the problem was devided into two phases. In the first phase the temperature and moisture content in
concrete section are analysed. The Luikov matematical model with two coupled non-linear partial di-
fferential equations is used to describe the simultaneous heat and moisture content. Material parameters
are dependent on temperature and moisture content. Generally, the exact solution of this problem is not
known, therefore the simultaneous heat and moisture content in porous material has to be solved numeri-
cally. In our case the finite difference method is used. The temperature field of the structure represents
the temperature load in the second phase of the analysis, where the mechanical response of prestressed
concrete structures simultaneously exposed to static load and fire is presented. Concrete, reinforcing and
prestressing steel all depend on temperature. Also, the slip-shear stress relationship between concrete
part of the structure and prestressing steel depend on temperature. The geometric strain increment is
assumed to be the sum of increments of elastic, plastic, temperature and creep strain in concrete, rein-
forcing steel and prestressing steel and the increment of trainsent strain in concrete. The applicability and
the accuracy of prestressed concrete structures subjected to static load and fire is illustrated and verified
by numerical examples avaliable in literature. It was found out that simultaneous heat and moisture con-
tent has an important influence on the temperature and moisture content analysis in concrete. It was also
found out that the slip effect between concrete part of the structure and prestressing steel significantly
affects on the stress and strain state of prestressed concrete structures, when taken into account.
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1 UVOD
Predstavitev problema
Prednapete betonske konstrukcije se zelo pogosto uporabljajo v gradbenisˇtvu. To nedvoumno potrjuje
njihova razsˇirjena uporaba pri montazˇni gradnji, mostogradnji, raznih sanacijah in podobno. Znacˇilni
nosilni elementi prednapetih konstrukcij so prednapeti nosilci in stebri, prednapete polne ali votle plosˇcˇe
kot del medetazˇnih stropnih konstrukcij, prednapeti stenasti elementi itd. Poznamo dva osnovna tehnolo-
sˇka postopka prednapenjanja: (i) predhodno napenjanje in (ii) naknadno napenjanje. Pri prvem najprej
napnemo jeklo za prednapenjanje in sˇele kasneje zabetoniramo nosilec, pri drugem pa je tehnolosˇki
postopek napenjanja ravno obraten. Vzporedno z razvojem tehnolosˇkih postopkov gradnje, pa je skokovit
napredek opazen tudi v razvoju razlicˇnih matematicˇnih modelov ter s tem povezanih racˇunskih postop-
kov in racˇunalnisˇkih programov za analizo prednapetih betonskih konstrukcij. Avtorji Campbell in Ko-
dur (1990), Chern, You in Bazˇant (1992), Hurst (1988), Keuser in Mehlhorn (1983) podajajo razlicˇne
matematicˇne modele in racˇunske postopke za analizo prednapetih betonskih konstrukcij. Ti se razlikujejo
predvsem glede modeliranja obnasˇanja betona, kot tudi v nacˇinu modeliranja interakcije med betonskim
delom konstrukcije in jeklom za prednapenjanje. Nekateri med njimi zamik na stiku med betonom in
jeklom za prednapenjanje uposˇtevajo (Keuser in Mehlhorn, 1983), drugi ne (Eurocode 2, Part 1-1, 2004).
Pomemben del varnosti gradbenih konstrukcij in s tem tudi prednapetih betonskih konstrukcij pred-
stavlja pozˇarna varnost. To lahko v najvecˇji meri zagotovimo s poznavanjem nastanka, razvoja in poteka
pozˇara oziroma z analizo termodinamicˇnih, kemijskih in mehanskih procesov v gradbenih konstruk-
cijah in njihovem okolju med pozˇarom. Med pozˇarom se sprosˇcˇa veliko toplote. Kolicˇina sprosˇcˇene
toplote je odvisna od gorljivih lastnosti konstrukcije in razpolozˇljivih gorljivih snovi v pozˇarnem prosto-
ru. Znano je, da se konstrukciji oziroma delu konstrukcije, ki je izpostavljena pozˇaru, zmanjsˇuje nosil-
nost in povecˇuje deformabilnost (Abrams, 1979; Gustaferro in Selvaggio, 1967). Zato s projektiranjem
pozˇarne odpornosti gradbeni konstrukciji zagotavljamo ustrezno nosilnost in deformabilnost za razlicˇne
mozˇne pozˇarne scenarije. Prvi projektantski postopki, ki so bili osnovani na izkusˇnjah, so bili stavbarski
ukrepi (Pickard, 1994). V drugi polovici dvajsetega stoletja pa so se s tehnolosˇkim razvojem pojavile tudi
prve metode pozˇarnega testiranja gradbenih elementov, ki so se do danasˇnjih dni zˇe zelo izpopolnile in
standardizirale (White in Shirvill, 1995). Tako danes raziskovalci v pozˇarnih laboratorijih izvajajo stan-
dardizirane pozˇarne preizkuse, s katerimi pridobivajo informacije o pozˇarni odpornosti preizkusˇancev.
V pozˇarni pecˇi preizkusˇanec izpostavijo razlicˇnim t.i. standardnim pozˇarom oziroma pozˇarnim krivul-
jam, ki dolocˇajo cˇasovno spreminjanje temperature v pozˇarnem prostoru. Razlicˇna zdruzˇenja (Amer-
ican Society for Testing and Materials; ISO 834, 1999; Eurocode 1, 1995) podajajo razlicˇne pozˇarne
krivulje. Nekatere med njimi dolocˇajo samo narasˇcˇajocˇo temperaturo v pozˇarnem prostoru, medtem
ko druge, ki so bolj realne, vsebujejo tudi fazo ohlajevanja. Pridobljeni podatki standardnih pozˇarnih
preizkusov dolocˇajo pozˇarno odpornost preizkusˇanca, lastnosti materialov in podobno. Sˇe bolj realno
sliko obnasˇanja konstrukcij in njihovih elementov med pozˇarom vsekakor predstavlja preizkusˇanje kon-
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strukcij v naravnem merilu, kar pa je zelo drago. Ker pa je obnasˇanje konstrukcij med pozˇarom odvisno
od velikega sˇtevila parametrov, kot so: velikost in razvoj pozˇarne obtezˇbe, lokacija ognja v prostoru,
vrste in razporeditve gorljive snovi, povrsˇine odprtin, dimenzij prostora, termicˇne difuzivnosti in kon-
duktivnosti konstrukcije, toplotne radiacije znotraj prostora in skozi odprtine, temperature in zracˇnega
pritiska, relativne vlazˇnosti okolja in podobno, so pridobljeni eksperimentalni podatki pogosto premalo
splosˇni. Ker lahko z racˇunalniki ta problem v veliki meri resˇimo, se je z razvojem racˇunalnisˇtva povecˇalo
zanimanje raziskovalcev za dolocˇitev natancˇnih matematicˇnih modelov in zanesljivih numericˇnih metod
(racˇunalnisˇkih programov) za analizo gradbenih konstrukcij ob socˇasnem delovanju mehanske obtezˇbe
in povisˇanih temperatur med pozˇarom.
Podobne trende razvoja pozˇarne varnosti gradbenih konstrukcij opazimo tudi pri armiranobetonskih in
prednapetih betonskih konstrukcijah. Pri teh konstrukcijah je matematicˇno modeliranje zaradi zahtevnih
in medsebojno povezanih mehanskih, temperaturnih in vlazˇnostnih pojavov zelo zahtevno. Teoreticˇno
najzahtevnejsˇi, a tudi najrealnejsˇi, so tridimenzionalni modeli, pri katerih odziv konstrukcije ob socˇasnem
delovanju mehanske in pozˇarne obtezˇbe modeliramo kot povezan termo-hidrolosˇko-mehanski problem
(Bianco et al., 2003; Dal Pont et al., 2005; Ichikawa in England, 2004; Obeid et al., 2001; Pesavento
in Schrefler, 2003). S temi modeli lahko v analizi uposˇtevamo vrsto znacˇilnih povezanih pojavov v
betonu pri povisˇani temperaturi, kot so: deformiranje konstrukcije, nestacionaren prehod toplote in vlage,
difuzijo pare ter izparevanje vlage, kondenzacijo pare v konstrukciji, razpokanje in lusˇcˇenje betona.
Zaradi zahtevnosti se ti modeli uporabljajo le pri sˇtudijah najzahtevnejsˇih inzˇenirskih objektov, kot so na
primer jedrske elektrarne in predori. Poenostavljeni, a sˇe vedno zahtevni so racˇunski postopki, pri katerih
mehanski del analize locˇimo od termo-hidrolosˇkega dela. S tem se pozˇarna analiza konstrukcij razdeli
v dve matematicˇno nepovezani fazi. To je fizikalno upravicˇeno zaradi dveh razlogov: (i) stisljivost vode
v betonu je mnogo vecˇja kot je stisljivost betona, zato sprememba prostornine por bistveno ne vpliva
na povecˇanje pornih tlakov in (ii) povecˇanje temperature v konstrukciji zaradi mehanskega dela je glede
na dovedeno toploto med pozˇarom zanemarljivo (Bazˇant in Kaplan, 1996). Skladno s temi modeli,
najprej glede na izbrano pozˇarno krivuljo in spreminjanje vlage v pozˇarnem prostoru dolocˇimo cˇasovno
in krajevno razporeditev temperature in vlage v konstrukciji med pozˇarom (Luikov, 1966; Luikov, 1975;
Luikov in Mikhailov 1966), nato s pomocˇjo dobljenih rezultatov dolocˇimo mehanski odziv obravnavane
konstrukcije ob socˇasnem delovanju mehanske in pozˇarne obtezˇbe (Bratina, 2003; Li et al., 2003; Obeid
et al., 2001; Schnabl, 2007). Kljub veliki poenostavitvi pa je ta matematicˇni model sˇe vedno matematicˇno
zelo zahteven. Zato evropski predpisi za beton Eurocode 2, Part 1-2 (2003) ta model za standardne
armiranobetonske in prednapete betonske konstrukcije sˇe dodatno poenostavijo. Pri tem lahko povezan
problem za dolocˇitev temperature in vlage v betonskih konstrukcijah med pozˇarom dolocˇimo nepovezano
(Bratina, 2003; Bratina et al. 2004; Eurocode 2, Part 1-2, 2003; Gawin et al., 2003; Purkiss, 1996).
Podobno kot pri vseh gradbenih konstrukcijah se tudi pri prednapetih betonskih konstrukcijah s spre-
minjanjem temperature v konstrukciji spreminjajo tudi mehanske in toplotne lastnosti betona, jekla za
armiranje in jekla za prednapenjanje (Abrams, 1979; Abrams in Cruz, 1961; Anderberg, 1976; Eu-
rocode 2, Part 1-2, 2003; Li in Purkiss, 2005). Zato je poznavanje spreminjanja mehanskih in toplotnih
lastnosti betona in jekla s temperaturo bistvenega pomena za natancˇno oceno obnasˇanja prednapetih
betonskih konstrukcij med pozˇarom. V standardu Eurocode 2, Part 1-2 (2003) je spreminjanje tlacˇne
trdnosti betona, elasticˇnega modula ter materialnega modela s temperaturo podano v obliki preglednic.
Tako se tlacˇna trdnost betona pri temperaturah nad 350◦C zmanjsˇa (Abrams, 1979; Eurocode 2, Part
1-2, 2003), podobno tudi elasticˇni modul. Abrams (1979), Abrams in Cruz (1961) sta ugotovila, da je
padec elasticˇnega modula betona najizrazitejsˇi pri betonih iz lahkega agregata. Temperaturne deforma-
cije betona so odvisne od vrste agregata (Eurocode 2, Part 1-2, 2003). Za lezenje betona pri visokih
temperaturah so Harmathy (1993), Cruz (1966) in Purkiss (2005) ugotovili, da je pri visokih tempera-
turah bistveno bolj izrazito kot pri sobni temperaturi, kjub temu pa lahko v pozˇarni analizi skladno z
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Eurocode 2, Part 1-2 (2003) lezenje betona zanemarimo. Znacˇilnost betona pri povisˇanih temperaturah
so t.i. prehodne deformacije. Te se pojavijo v zacˇetni fazi segrevanja betona, so trajne in nepovratne
(Bratina, 2003). Tudi za jeklo za armiranje in prednapenjanje evropski standard Eurocode 2, Part 1-2
(2003) v pregledicah podaja spreminjanje trdnosti in elasticˇnega modula s temperaturo ter zveze med
napetostmi in deformacijami pri visokih temperaturah. V splosˇnem je pri povisˇanih temperaturah jeklo
za prednapenjanje bolj obcˇutljivo na zunanje vplive kot jeklo za armiranje (Eurocode 2, Part 1-2, 2003).
Znacˇilnost jekla pri povisˇanih temperaturah je t.i. viskozno lezenje. Abrams (1979) je ugotovil, da se
lezenje jekla pojavi, ko temperatura dosezˇe vrednost okoli 400◦C, hitrost lezenja pa je odvisna od vrste
jekla (Bratina, 2003; Srpcˇicˇ, 1991). Pri jeklu za prednapenjanje se lezenje pojavi zˇe pri 300◦C (Eurocode
2, Part 1-2, 2003). Pomembna predpostavka pri modeliranju gradbenih konstrukcij pri povisˇanih tem-
peraturah, ki jo prakticˇno uposˇtevajo vsi raziskovalci, je t.i. adicijski razcep prirastka geometrijske de-
formacije v vsoto prirastkov mehanskih in temperaturnih deformacij, prirastka viskoznega lezenje jekla
in prirastka prehodnih deformacij betona (Bratina, 2003; Eurocode 2, Part 1-2, 2003; Srpcˇicˇ, 1991).
Vsebina dela
V doktorski disertaciji predstavimo matematicˇni model in racˇunski postopek za nelinearno analizo pred-
napetih betonskih linijskih konstrukcij, ki so izpostavljene socˇasnemu delovanju mehanske obtezˇbe in
pozˇara. Pomembna novost predstavljenega modela je v tem, da omogocˇa modeliranje zamika med
betonom in prednapetim jeklom, ter da cˇasovno in krajevno razporeditev temperature in vlage v konstruk-
ciji dolocˇimo kot povezan temperaturno-vlazˇnostni pojav. Ker lahko pri standardnih prednapetih beton-
skih konstrukcijah lusˇcˇenje betona zanemarimo, razdelimo matematicˇni model in pripadajocˇi racˇunski
postopek v dve matematicˇno nepovezani fazi.
V prvi fazi s pomocˇjo temperaturno-vlazˇnostne analize dolocˇimo cˇasovno in krajevno razporeditev tem-
perature in vlage v precˇnem prerezu obravnavane prednapete betonske konstrukcije. V ta namen povezan
prenos toplote in vlage v kapilarno poroznih materialih zapisˇemo s povezanima nelinearnima parcialnima
diferencialnima enacˇbama Luikova (1966). Pri tem uposˇtevamo temperaturno in vlazˇnostno odvisne
materialne parametre za beton. V splosˇnem dani sistem povezanih nelinearnih parcialnih enacˇb anali-
ticˇno ni resˇljiv, zato ga resˇimo s t.i. diferencˇno metodo. S tem namenom racˇunalnisˇki program, ki ga
je za dolocˇitev vlage in temperature v lesenih konstrukcijah med pozˇarom v svoji doktorski disertaciji
predstavil Schnabl (Schnabl, 2007), ustrezno prilagodimo prednapetim betonskim konstrukcijam med
pozˇarom. Izracˇunana cˇasovna in krajevna razporeditev temperature in vlage v precˇnem prerezu v nadal-
jevanju predstavlja pozˇarno obtezˇbo za drugo fazo pozˇarne analize prednapetih betonskih konstrukcij.
Jedro disertacije predstavlja druga faza predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka
za analizo odziva prednapetih betonskih linijskih konstrukcij na socˇasen vpliv mehanske in temperaturne
obtezˇbe. Zaradi vecˇje preglednosti v doktorski disertaciji najprej prikazˇemo izpeljavo matematicˇnega
modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi, v
nadaljevanju pa jo razsˇirimo sˇe na razmere, ki vladajo med pozˇarom. V obeh primerih je izhodisˇcˇe geo-
metrijsko tocˇna Reissner-jeva teorija ravninskega nosilca (Raissner, 1972). Skladno s to teorijo nosilcev
v modelu uposˇtevamo Bernoulli-jevo hipotezo o ravnih precˇnih prerezih ter predpostavko, da se oblika
in velikost precˇnih prerezov med deformiranjem ne spreminja. Pri izpeljavi matematicˇnega modela in
racˇunskega postopka se omejimo na predhodno prednapete nosilce. Glede na to, da se med pozˇarom
betonski del nosilca in prednapeto jeklo zamakneta, uporabimo Reissner-jev model nosilca locˇeno za
betonski del konstrukcije in locˇeno za prednapeto jeklo. Pri tem model za prednapeto jeklo poeno-
stavimo v model vrvi. Ker v disertaciji obravnavamo prednapete konstrukcije standardnih dimenzij, v
analizi strizˇne deformacije zanemarimo. Na stiku med betonom in jeklom za armiranje predpostavimo
kompatibilnost deformacij betona in jekla. Poleg prispevka mehanskih deformacij v analizi napetost-
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nega in deformacijskega stanja uposˇtevamo tudi prispevke temperaturnih deformacij, prispevke lezenja
in prispevek prehodne deformacije betona. Pomembna novost doktorske disertacije je, da posplosˇene
ravnotezˇne enacˇbe za analizo prednapetih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi in med pozˇarom z
uposˇtevanjem zamikov med betonom in prednapetimi kabli resˇimo z novimi deformacijskimi koncˇnimi
elementi. Znacˇilnost deformacijskih koncˇnih elementov je v tem, da vzdolzˇ referencˇne osi interpoli-
ramo osno deformacijo in psevdoukrivljenost betonskega dela nosilca ter osne deformacije prednapetih
kablov. Posebnost novih koncˇnih elementov pa je v tem, da interpoliramo tudi materialne koordinate x∗kp
(k = 1, 2, ...,np), ki dolocˇajo tiste delce prednapetih kablov, ki so v deformirani legi v stiku z betonom,
ter normalne komponente kontaktne linijske obtezˇbe pkn,p (k = 1, 2, ..., np) na stiku med betonom in
prednapetimi kabli.
Pri predstavljeni nelinearni analizi odziva prednapetih betonskih konstrukcij na socˇasen vpliv mehanske
in pozˇarne obtezˇbe resˇujemo sistem diskretnih posplosˇenih ravnotezˇnih enacˇb inkrementno, s t.i. Newton-
ovo inkrementno-iteracijsko metodo. Pri tem celoten cˇas pozˇarne analize [0, tkon] razdelimo na dovolj
majhne cˇasovne korake [tr, tr+1], znotraj katerih predpostavimo konstantno temperaturo, napetost in
mehansko obtezˇbo. Za znan inkrement obtezˇbe in temperature iterativno izracˇunamo popravke inkre-
mentov posplosˇenih vozlisˇcˇnih pomikov vse do zˇeljene natancˇnosti. Kot kriterij za porusˇitev konstrukcije
med pozˇarom izberemo singularnost tangentne togostne matrike konstrukcije.
Disertacija ima poleg uvoda sˇe tri poglavja. V drugem poglavju predstavimo matematicˇni model in
racˇunski postopek za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi. S pomocˇjo
modificiranega izreka o virtualnem delu prikazˇemo druzˇino novih deformacijskih koncˇnih elementov za
analizo prednapetih betonskih konstrukcij. Primernost in natancˇnost predstavljenega modela in racˇun-
skega postopka prikazˇemo z dvema racˇunskima primeroma. V tretjem poglavju podrobno predstavimo
dvofazni matematicˇni model in racˇunski postopek za analizo odziva prednapetih betonskih konstrukcij
na socˇasno delovanje mehanske in pozˇarne obtezˇbe. V tem poglavju najprej prikazˇemo temperaturno-
vlazˇnostno analizo prednapetih betonskih konstrukcij in v nadaljevanju sˇe razsˇiritev matematicˇnega
modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi na
razmere, ki vladajo med pozˇarom. Tudi tu natancˇnost in primernost matematicˇnega modela in racˇunskega
postopka prikazˇemo z dvema racˇunskima primeroma. Na koncu podamo zakljucˇke.
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2 STATICˇNA ANALIZA PREDNAPETIH
BETONSKIH LINIJSKIH KONSTRUKCIJ
2.1 Osnovne enacˇbe prednapetih betonskih linijskih nosilcev
V tem poglavju prikazˇemo osnovne enacˇbe matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za geometrij-
sko in materialno nelinearno staticˇno analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij pri sobni tem-
peraturi. Pri izpeljavi osnovnih enacˇb modela uposˇtevamo tudi zamike na stiku med betonom in jeklom
za prednapenjanje, omejimo pa se na predhodno napete linijske konstrukcije. Izhodisˇcˇe izpeljave pred-
stavlja geometrijsko tocˇna Reissner-jeva teorija ravninskega nosilca (Reissner, 1972). Ker uposˇtevamo
zamike med betonom in jeklom za prednapenjanje, uporabimo Reissner-jev model nosilca locˇeno za be-
tonski del konstrukcije in za jeklo za prednapenjanje. Pri tem se model za prednapeto jeklo poenostavi v
model vrvi. Glede na dimenzije prednapetih betonskih konstrukcij, ki se uporabljajo v gradbenisˇtvu, je
vpliv strizˇnih deformacij na njihovo obnasˇanje majhen, zato jih zanemarimo.
2.1.1 Kinematicˇne enacˇbe
Obravnavamo raven prednapeti betonski nosilec z zacˇetno dolzˇino L in konstantnim precˇnim prere-
zom Ac. Jeklo za prednapenjanje predstavlja np prednapetih kablov s precˇnim prerezom Akp (k =
1, 2, ..., np). Betonski del nosilca je dodatno ojacˇan z ns armaturnimi palicami s precˇnim prerezom
Ajs (j = 1, 2, ..., ns). Kolicˇine, ki pripadajo betonskemu delu prednapetega nosilca oznacˇimo s spodnjim
indeksom (•)c, kolicˇine, ki pripadajo k-temu prednapetemu kablu pa z indeksoma (•)kp (slika 2.1). De-
formiranje prednapetega betonskega linijskega nosilca opazujemo v ravnini (X,Z) evklidskega prostora
s kartezijskim pravokotnim koordinatnim sistemom (X,Y, Z) in pripadajocˇimi baznimi vektorji EX ,
EZ inEY =EZ × EX . Za referencˇno os predpostavimo tezˇisˇcˇno os betonskega dela nosilca. Poljubne
delce betonskega dela nosilca identificiramo z materialnimi koordinatami (xc, yc, zc), poljubne delce
k-tega prednapetega kabla pa z materialnimi koordinatami (xkp, y
k
p, z
k
p). Vektorji ex,c, ey,c in ez,c pred-
stavljajo bazo materialnega koordinatnega sistema za betonski del prednapetega nosilca, vektorji ekx,p,
eky,p in e
k
z,p pa bazo materialnega koordinatnega sistema za k-ti prednapeti kabel.
Zaradi vecˇje preglednosti veznih enacˇb na stiku med betonom in prednapetimi kabli, pri izpeljavi os-
novnih enacˇb reparametriziramo referencˇne osi prednapetih kablov (Cˇas, 2004). S tem namenom vpelje-
mo nove materialne koordinate x∗kp (k = 1, 2, ..., np), ki dolocˇajo tiste delce prednapetih kablov v
nedeformirani legi, ki so v deformirani legi v stiku z delcem v betonu (slika 2.1). Dodatno pa pred-
postavimo, da se med betonom in prednapetimi kabli ustvari vmesna plast debeline e∗ (e = e∗ + φkp/2,
k = 1, 2, ..., np). To prikazujemo na sliki 2.1, kjer se delca betona in k-tega prednapetega kabla, Dc
(tocˇka Tkc1 oziroma T
k
c2) in Dkp (tocˇka Tkp), ki sta bila v nedeformirani legi solezˇna, v deformirani legi
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Slika 2.1: Prednapeti betonski nosilec: (a) nedeformirana lega in (b) deformirana lega.
Figure 2.1: Prestressed concrete beam: (a) undeformed configuration and (b) deformed configuration.
zamakneta za zamik ∆k(xc). Tako lahko deformirano lego poljubnega delca betonskega dela nosilca na
stiku med betonom in k-tim prednapetim kablom (k = 1, 2, ..., np) zapisˇemo s krajevnima vektorjema
(i = 1, 2)
Rci(xc, yc, zkci) = r0,c(xc) + uc(xc) + ρci(xc, yc, z
k
ci), (2.1)
deformirano lego poljubnega delca k-tega prednapetega kabla pa s krajevnimi vektorji (k = 1, 2, ..., np)
Rkp(x
∗k
p , y
k
p, z
k
p) = r
k
0,p(x
∗k
p ) + u
k
p(x
∗k
p ) + ρ
k
p(x
∗k
p , y
k
p, z
k
p). (2.2)
V enacˇbah (2.1) in (2.2) smo z r0,c(xc) = xcEX oznacˇili krajevni vektor poljubne tocˇke referencˇne
osi betonskega dela nosilca, z rk0,p(x
∗k
p ) = x
∗k
p EX krajevni vektor poljubne tocˇke referencˇne osi k-tega
prednapetega kabla, z uc(xc) = uc(xc)EX + wc(xc)EZ vektor pomikov referencˇne osi betonskega
dela nosilca, z ukp(x
∗k
p ) = u
k
p(x
∗k
p )EX + w
k
p(x
∗k
p )EZ vektor pomikov k-tega prednapetega kabla, z
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ρci(xc, yc, zkci) = ycey,c(xc) + z
k
ciez,c(xc) relativno lego poljubne tocˇke precˇnega prereza betonskega
dela nosilca glede na izbrano referencˇno os in z ρkp(x
∗k
p , y
k
p, z
k
p) = y
k
pe
k
y,p(x
∗k
p ) + z
k
pe
k
z,p(x
∗k
p ) relativno
lego poljubne tocˇke precˇnega prereza k-tega prednapetega kabla. Zvezo med materialno in prostorsko
bazo, locˇeno za betonski del nosilca in k-ti prednapeti kabel, dolocˇimo z enacˇbami (k = 1, 2, ..., np):
betonski del nosilca:
ex,c(xc)
ey,c(xc)
ez,c(xc)
 =
 cosϕc(xc) 0 sinϕc(xc)0 1 0
− sinϕc(xc) 0 cosϕc(xc)

EX
EY
EZ
 . (2.3)
prednapeti kabli (k = 1, 2, ...,np):
ekx,p(x
∗k
p )
eky,p(x
∗k
p )
ekz,p(x
∗k
p )
 =
 cosϕkp(x∗kp ) 0 sinϕkp(x∗kp )0 1 0
− sinϕkp(x∗kp ) 0 cosϕkp(x∗kp )

EX
EY
EZ
 . (2.4)
Cˇe v izrazih (2.1) oziroma (2.2) uposˇtevamo izraza (2.3) oziroma (2.4), lahko zapisˇemo deformirane lege
poljubnih delcev Dc in Dkp prednapetega nosilca v prostorski bazi (i = 1, 2 in k = 1, 2, ..., np):
Rci(xc, zkci) =
(
xc + uc(xc) + zkci sinϕc(xc)
)
EX +
(
wc(xc) + zkci cosϕc(xc)
)
EZ , (2.5)
Rkp(x
∗k
p , z
k
p) =
(
x∗kp + u
k
p(x
∗k
p )
)
EX +
(
wkp(x
∗k
p )
)
EZ . (2.6)
V enacˇbah (2.5) in (2.6) smo z xc, zkci = z
k
p ∓ e oznacˇili materialne koordinate betonskega delca nosilca
na stiku s k-tim prednapetim kablom, z x∗kp , zkp materialne koordinate k-tega prednapetega kabla na stiku,
z uc(xc) in wc(xc) smo oznacˇili komponenti pomika referencˇne osi betonskega dela nosilca, z ukp(x
∗k
p )
in wkp(x
∗k
p ) komponenti pomika referencˇne osi k-tega prednapetega kabla, s ϕc(xc) zasuk precˇnega pre-
reza betonskega dela nosilca, s ϕkp(x
∗k
p ) pa zasuk k-tega prednapetega kabla. Ne izgubimo veliko na
splosˇnosti, cˇe predpostavimo, da je e = 0 (zkc1 = z
k
c2 = z
k
c = z
k
p), enacˇbe pa postanejo veliko bolj
pregledne.
Skladno z Reissnerjevim modelom ravninskega nosilca in omenjenimi predpostavkami so kinematicˇne
enacˇbe prednapetega betonskega nosilca sledecˇe:
betonski del nosilca:
1 +
duc(xc)
dxc
− (1 + εc0(xc)) cosϕc(xc) = 0, (2.7)
dwc(xc)
dxc
+
(
1 + εc0(xc)
)
sinϕc(xc) = 0, (2.8)
dϕc(xc)
dxc
− κc(xc) = 0, (2.9)
prednapeti kabli (k = 1, 2, ...,np):
1 +
dukp(x
∗k
p )
dx∗kp
− (1 + εkp(x∗kp )) cosϕkp(x∗kp ) = 0, (2.10)
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dwkp(x
∗k
p )
dx∗kp
+
(
1 + εkp(x
∗k
p )
)
sinϕkp(x
∗k
p ) = 0, (2.11)
dϕkp(x
∗k
p )
dx∗kp
− κkp(x∗kp ) = 0. (2.12)
V enacˇbah (2.7)–(2.12) predstavljajo εc0(xc), κc(xc), εkp(x
∗k
p ) in κ
k
p(x
∗k
p ) specificˇne spremembe dolzˇine
in psevdoukrivljenost referencˇne osi betonskega dela nosilca oziroma referencˇne osi k-tega prednapetega
kabla. V nadaljevanju kolicˇine εc0(xc), κc(xc), εkp(x
∗k
p ) in κ
k
p(x
∗k
p ) imenujemo deformacijske kolicˇine,
uc(xc), wc(xc), ϕc(xc), ukp(x
∗k
p ), w
k
p(x
∗k
p ), ϕ
k
p(x
∗k
p ) pa kinematicˇne kolicˇine.
2.1.2 Ravnotezˇne enacˇbe
Ravnotezˇne enacˇbe predstavljajo zvezo med notranjimi staticˇnimi kolicˇinami prednapetega betonskega
nosilca in zunanjo obtezˇbo. Zapisˇemo jih locˇeno za betonski del nosilca in prednapeto jeklo. Zaradi tega
predstavlja obtezˇbo prednapetega nosilca konservativna zunanja linijska obtezˇba qc(xc) = qX,c(xc)EX+
qZ,c(xc)EZ in linijska momentna obtezˇba mc(xc) = mY,c(xc)EY ter tudi kontaktna linijska obtezˇba
na stiku pkc (xc), p
k
p(x
k
p), h
k
c (xc) in h
k
p(x
k
p) (k = 1, 2, ..., np) (slika 2.2). Ko uposˇtevamo, da so di-
menzije precˇnega prereza jekla za prednapenjanje majhne, lahko kontaktno obtezˇbo na stiku zapisˇemo z
enacˇbami:
betonski del nosilca :
pkc (xc) = p
k
x,c(xc)ex,c(xc) + p
k
z,c(xc)ez,c(xc) = p
k
X,c(xc)EX + p
k
Z,c(xc)EZ , (2.13)
hkc (xc) = h
k
y,c(xc)ey,c(xc) = h
k
Y,c(xc)EY = p
k
X,c(xc) z
k
cEY . (2.14)
prednapeti kabli (k = 1, 2, ...,np):
pkp(x
k
p) = p
k
x,p(x
k
p)ex,p(x
k
p) + p
k
z,b(x
k
p)ez,p(x
k
p) = p
k
X,p(x
k
p)EX + p
k
Z,p(x
k
p)EZ , (2.15)
hkp(x
k
p) = h
k
y,p(x
k
p)ey,p(x
k
p) = h
k
Y,p(x
k
p)EY = 0. (2.16)
Glede na povedano sestavljata ravnotezˇne enacˇbe betonskega dela prednapetega nosilca (Simo, 1985)
dve vektorski diferencialni enacˇbi prvega reda:
dN c(xc)
dxc
+ qc(xc) +
∑np
k=1
pkc (xc) = 0, (2.17)
dM c(xc)
dxc
+
dRi0,c(xc)
dxc
×N c(xc) +mc(xc) +
∑np
k=1
hkc (xc) = 0. (2.18)
Posplosˇeni ravnotezˇni sili v betonskem delu nosilcaN c inM c lahko zapisˇemo v komponentni obliki:
N c(xc) = Nc(xc)ex,c(xc) +Qc(xc)ez,c(xc) = RX,c(xc)EX +RZ,c(xc)EZ , (2.19)
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Slika 2.2: Obtezˇba prednapetega betonskega nosilca.
Figure 2.2: Load of prestressed concrete beam.
M c(xc) =Mc(xc)ey,c(xc) =MY,c(xc)EY , (2.20)
kjer predstavljata Nc(xc) in Qc(xc) ravnotezˇno osno in ravnotezˇno precˇno silo,Mc(xc) pa ravnotezˇni
upogibni moment, medtem ko predstavljata RX,c(xc) in RZ,c(xc) ravnotezˇno vodoravno in navpicˇno
komponento notranje sile. Zveze med ravnotezˇnimi kolicˇinami Nc(xc) in Qc(xc) ter RX,c(xc) in
RZ,c(xc) zapisˇemo s pomocˇjo enacˇb:
Nc(xc) = RX,c(xc) cosϕc(xc)−RZ,c(xc) sinϕc(xc), (2.21)
Qc(xc) = RX,c(xc) sinϕc(xc) +RZ,c(xc) cosϕc(xc). (2.22)
Ko izraza (2.19) in (2.20) vstavimo v ravnotezˇni enacˇbi (2.17) in (2.18), zapisˇemo znane ravnotezˇne
enacˇbe za betonski del prednapetega nosilca v komponentni obliki (Reissner, 1972):
dRX,c(xc)
dxc
+ qX,c(xc) +
∑np
k=1
pkX,c(xc) = 0, (2.23)
dRZ,c(xc)
dxc
+ qZ,c(xc) +
∑np
k=1
pkZ,c(xc) = 0, (2.24)
dMc(xc)
dxc
− (1 + εc0(xc))Qc(xc) +mY,c(xc) +∑np
k=1
pkX,c(xc) z
k
c = 0. (2.25)
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Na podoben nacˇin zapisˇemo tudi ravnotezˇne enacˇbe za prednapete kable (k = 1, 2, ...,np):
dNkp(x
k
p)
dxkp
+ pkp(x
k
p) = 0, (2.26)
dMkp(x
k
p)
dxkp
+
dRk0,p(x
k
p)
dxkp
×Nkp(xkp) + hkp(xkp) = 0. (2.27)
S pomocˇjo enacˇb
Nkp(x
k
p) = N kp (xkp)ex,p(xkp) +Qkp(xkp)ez,b(xkp) = RkX,p(xkp)EX +RkZ,p(xkp)EZ , (2.28)
Mkp(x
k
p) =Mkp(xkp)ey,p(xkp) =MkY,p(xkp)EY , (2.29)
N kp (xkp) = RkX,p(xkp) cosϕkp(xkp)−RkZ,p(xkp) sinϕkp(xkp), (2.30)
Qkp(xkp) = RkX,p(xkp) sinϕkp(xkp) +RkZ,p(xkp) cosϕkp(xkp), (2.31)
so ravnotezˇne enacˇbe prednapetih kablov v komponentni obliki sledecˇe (k = 1, 2, ..., np):
dRkX,p(xkp)
dxkp
+ pkX,p(x
k
p) = 0, (2.32)
dRkZ,p(xkp)
dxkp
+ pkZ,p(x
k
p) = 0, (2.33)
dMkp(xkp)
dxkp
− (1 + εkp(xkp))Qkp(xkp) = 0. (2.34)
2.1.3 Konstitucijske enacˇbe
S konstitucijskimi enacˇbami ravnotezˇne kolicˇine Nc(xc), Mc(xc), N kp (xkp) in Mkp(xkp) povezˇemo z
deformacijskimi kolicˇinami εc0(xc), κc(xc), εkp(x
k
p) in κ
k
p(x
k
p) (k = 1, 2, ..., np). V ta namen vpe-
ljemo konstitucijske osne sile Nc,c(xc) in N kc,p(xkp) ter konstitucijske upogibne momente Mc,c(xc) in
Mkc,p(xkp) (k = 1, 2, ..., np). Konstitucijske enacˇbe zapisˇemo locˇeno za betonski del nosilca in za pred-
napete kable:
betonski del nosilca:
Nc(xc) = Nc,c
(
xc, εc0(xc), κc(xc)
)
, (2.35)
Mc(xc) =Mc,c
(
xc, εc0(xc), κc(xc)
)
, (2.36)
prednapeti kabli (k = 1, 2, ...,np):
N kp (xkp) = N kc,p
(
xkp, ε
k
p(x
k
p), κ
k
p(x
k
p)
)
, (2.37)
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Mkp(xkp) =Mkc,p
(
xkp, ε
k
p(x
k
p), κ
k
p(x
k
p)
)
. (2.38)
Omenili smo, da lahko prednapete jeklene kable zaradi majhne upogibne togosti obravnavamo kot je-
klene vrvi. V tem primeru veljaMkc,p
(
xkp, ε
k
p(x
k
p), κ
k
p(x
k
p)
)
= 0 in posledicˇno tudiMkp(xkp) = 0 (k =
1, 2, ..., np), pri tem pa κkp(x
k
p) 6= 0. S tem je enacˇbi (2.38) identicˇno zadosˇcˇeno. V nadaljevanju izrazimo
Nc,c(xc) in N kp (xkp) (k = 1, 2, ..., np) ter Mc,c(xc) z napetostmi. V primeru prednapetih betonskih
linijskih nosilcev jih dolocˇajo enacˇbe:
Nc,c(xc, εc0, κc) =
∫
Ac
σc(xc, εc0, κc) dAc +
∑ns
j=1
σs(xc, εc0, κc)Ajs , (2.39)
Mc,c(xc, εc0, κc) =
∫
Ac
σc(xc, εc0, κc) z dAc +
∑ns
j=1
σs(xc, εc0, κc) zjs A
j
s , (2.40)
N kc,p
(
xkp, ε
k
p
)
= σp
(
xkp, ε
k
p
)
Akp, (k = 1, 2, ..., np). (2.41)
V enacˇbah (2.39)–(2.41) predstavlja Ajs plosˇcˇino precˇnega prereza j-te armaturne palice z oddaljeno-
stjo zjs od referencˇne osi betona in Akp plosˇcˇino precˇnega prereza k-tega prednapetega kabla (slika 2.1).
Pri tem σc(xc, εc0, κc), σs(xc, εc0, κc) in σp(xkp, ε
k
p) po vrsti oznacˇujejo fizikalne normalne napetosti v
betonu ter jeklu za armiranje in prednapenjanje. Z deformacijskimi kolicˇinami prednapetega nosilca jih
formalno povezˇemo z enacˇbami:
σc = Fc
(
εc0, κc
)
, (2.42)
σs = Fs
(
εc0, κc
)
, (2.43)
σp = Fp
(
εkp + ε
k
p,predn
)
, (k = 1, 2, ..., np), (2.44)
kjer smo za vse kable predpostavili enak konstitucijski zakon. Funkcije Fc, Fs in Fp so poljubne in jih
dolocˇimo s preizkusi. Z njimi lahko opisˇemo elasticˇno, hiperelasticˇno, plasticˇno in tudi viskoplasticˇno
obnasˇanje prednapetih betonskih nosilcev. Pri prednapetih betonskih nosilcih je jeklo za prednapen-
janje predhodno napeto z zacˇetno silo prednapetja N kp,predn oziroma zacˇetno deformacijo prednapetja
εkp,predn = N kp,predn/EpAkp (k = 1, 2, ..., np). Pri tem zaenkrat v disertaciji vpliva izgub sile prednapetja
zaradi reolosˇkih pojavov ne uposˇtevamo.
Povedali smo zˇe, da pri izpeljavi modela vrvi predpostavimoMkp(xkp) = 0 (k = 1, 2, ..., np). Ta pred-
postavka nam omogocˇa tudi poenostavitev ravnotezˇnih enacˇb prednapetih kablov. To na kratko pred-
stavimo v nadaljevanju. Ker jeMkp(xkp) = 0, velja tudi dMkp(xkp)/dxkp = 0 in posledicˇno Qkp(xkp) = 0.
Tako je enacˇbi (2.34) identicˇno zadosˇcˇeno. Cˇe v izrazih (2.30) in (2.31) uposˇtevamo Qkp(xkp) = 0, se
enacˇbe poenostavijo (k = 1, 2, ..., np):
RkX,p(xkp) = N kp (xkp) cosϕkp(xkp), (2.45)
RkZ,p(xkp) = −N kp (xkp) sinϕkp(xkp). (2.46)
Enacˇbi (2.45) in (2.46) uposˇtevamo v ravnotezˇnih enacˇbah (2.32) in (2.33) in dobimo:
d
(N kp (xkp) cosϕkp(xkp))
dxkp
+ pkX,p(x
k
p) = 0, (2.47)
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d
(−N kp(xkp) sinϕkp(xkp))
dxkp
+ pkZ,p(x
k
p) = 0. (2.48)
V nadaljevanju enacˇbi odvajamo in pomnozˇimo s cosϕkp(x
k
p) oziroma s sinϕ
k
p(x
k
p) ter sesˇtejemo. Do-
bimo preoblikovane ravnotezˇne enacˇbe (k = 1, 2, ..., np):
dN kp (xkp)
dxkp
+
(
pkX,p(x
k
p) cosϕ
k
p(x
k
p)− pkZ,p(xkp) sinϕkp(xkp)
)
= 0. (2.49)
Podobno dobimo po kratkem racˇunu sˇe druge ravnotezˇne enacˇbe (k = 1, 2, ..., np):
−N kp (xkp)κkp(xkp) +
(
pkX,p(x
k
p) sinϕ
k
p(x
k
p) + p
k
Z,p(x
k
p) cosϕ
k
p(x
k
p)
)
= 0. (2.50)
Glede na povedano nadomestimo ravnotezˇne enacˇbe prednapetih kablov (2.32)–(2.34) s preoblikovanimi
ravnotezˇnimi enacˇbami (2.49) in (2.50).
2.1.4 Vezne enacˇbe
Z veznimi enacˇbami opisˇemo interakcijo na stiku med betonom in prednapetimi kabli. Ker smo pri
izpeljavi matematicˇnega modela predpostavili, da se beton in prednapeti kabli na stiku samo zamaknejo,
ne morejo pa se razmakniti oziroma vtisniti drug v drugega (uposˇtevamo tudi e = 0), na stikih velja
(k = 1, 2, ...,np)
Rc = Rc(xc, zkc = z
k
p) = R
k
p(x
∗k
p , z
k
p), (2.51)
oziroma v komponentni obliki
xc + uc(xc) + zkc sinϕc(xc) = x
∗k
p + u
k
p(x
∗k
p ), (2.52)
wc(xc) + zkc cosϕc(xc) = w
k
p(x
∗k
p ). (2.53)
Enacˇbe (2.51) oziroma (2.52) in (2.53) v nadaljevanju imenujemo kinematicˇne vezne enacˇbe. Zaradi
njihove posebne stukture so zveze med nekaterimi kinematicˇnimi kolicˇinami prednapetega betonskega
nosilca zelo preproste. To ugotovimo tako, da enacˇbe (2.52) in (2.53) odvajamo po xc:
1 +
duc(xc)
dxc
+ zkc cosϕc(xc)
dϕc(xc)
dxc
=
dx∗kp
dxc
[
1 +
dukp(x
∗k
p )
dxc
]
, (2.54)
dwc(xc)
dxc
− zkc sinϕc(xc)
dϕc(xc)
dxc
=
dx∗kp
dxc
[
dwkp(x
∗k
p )
dxc
]
. (2.55)
Ko v enacˇbah (2.54) in (2.55) uposˇtevamo kinematicˇne enacˇbe (2.7)–(2.12), dobimo:(
1 + εc0(xc) + zkc
dϕc(xc)
dxc
)
cosϕc(xc) =
dx∗kp
dxc
[(
1 + εkp(x
∗k
p )
)
cosϕkp(x
∗k
p )
]
, (2.56)
(
1 + εc0(xc) + zkc
dϕc(xc)
dxc
)
sinϕc(xc) =
dx∗kp
dxc
[(
1 + εkp(x
∗k
p )
)
sinϕkp(x
∗k
p )
]
. (2.57)
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V nadaljevanju enacˇbe (2.56) in (2.57) med seboj delimo in dobimo preproste zveze (k = 1, 2, ..., np):
tanϕc(xc) = tanϕ
k
p(x
∗k
p ) → ϕc(xc) = ϕkp(x∗kp ). (2.58)
S pomocˇjo enacˇb (2.54) in (2.55) lahko ugotovimo tudi zveze dx∗kp /dxc (k = 1, 2, ...,np). Po kratkem
racˇunu dobimo:
dx∗kp
dxc
=
(
1 + εc0(xc) + zkc κc(xc)
)(
1 + εkp(x∗kp )
) . (2.59)
Enostavno tudi pokazˇemo, da so enacˇbe (2.8) in (2.11) ter enacˇbe (2.9) in (2.12) identicˇne. V ta namen
najprej enacˇbe (2.11) pomnozˇimo z enacˇbami (2.59), pri tem uposˇtevamo enacˇbe (2.55), (2.58) in (2.59)
in dobimo:
dwkp(x
∗k
p )
dx∗kp
dx∗kp
dxc
+
(
1 + εkp(x
∗k
p )
)
sinϕkp(x
∗k
p )
dx∗kp
dxc
= 0. → (2.60)
dwc(xc)
dxc
+
(
1 + εc0(xc)
)
sinϕc(xc) = 0. (2.61)
Na podoben nacˇin pokazˇemo, da sta identicˇni tudi enacˇbi (2.9) in (2.12):
dϕkp(x
∗k
p )
dx∗kp
dx∗kp
dxc
− κkp(x∗kp )
dx∗kp
dxc
= 0 → (2.62)
κc(xc) = κkp(x
∗k
p )
dx∗kp
dxc
→ dϕc(xc)
dxc
− κc(xc) = 0. (2.63)
S pomocˇjo enacˇb (2.63) lahko dolocˇimo tudi zvezo med psevdoukrivljenostjo betonskega dela nosilca in
psevdoukrivljenostmi prednapetih kablov (k = 1, 2, ...,np):
κkp(x
∗k
p ) =
(
1 + εkp(x
∗k
p )
)(
1 + εc0(xc) + zkc κc(xc)
) κc(xc). (2.64)
Ob uposˇtevanju zgoraj navedenih dejstev se kinematicˇne enacˇbe prednapetega betonskega nosilca (2.7)–
(2.12) bistveno poenostavijo. Nadomestimo jih s sistemom enacˇb (k = 1, 2, ...,np):
1 +
duc(xc)
dxc
− (1 + εc0(xc)) cosϕc(xc) = 0, (2.65)
dwc(xc)
dxc
+
(
1 + εc0(xc)
)
sinϕc(xc) = 0, (2.66)
dϕc(xc)
dxc
− κc(xc) = 0, (2.67)
1 +
dukp(x
∗k
p )
dx∗kp
− (1 + εkp(x∗kp )) cosϕc(xc) = 0, (2.68)
wkp(x
∗k
p ) = wc(xc) + z
k
c cosϕc(xc), (2.69)
ϕkp(x
∗k
p ) = ϕc(xc). (2.70)
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Kar nekajkrat smo zˇe omenili, da se delca betona in k-tega prednapetega kabla na stiku medsebojno samo
zamakneta in ne razmakneta oziroma ne vtisneta drug v drugega. Geometrijski pomen zamika je nazorno
prikazan na sliki 2.3. Koordinate znacˇilnih tocˇk za opis zamika smo na sliki 2.3 oznacˇili s T˜kp(x
k
p, z
k
p),
Q˜kp(x
∗k
p , z
k
p), T˜
k
c1(xc, z
k
c1), T˜
k
c2(xc, z
k
c2), kjer je x
k
p = x
k
c . Tako lahko s pomocˇjo slike 2.3 na preprost
nacˇin zapisˇemo zvezo med deformacijskimi kolicˇinami εc0(xc) in εkp(x
k
p) (k = 1, 2, ...,np) in zamiki
∆k(xc) na stiku. Pri tem zaradi preglednosti ponovno uposˇtevamo e = 0, kar pomeni zkc1 = z
k
c2 = z
k
c =
zkp .
Slika 2.3: Geometrijski pomen zamika na stiku med betonom in prednapetim kablom.
Figure 2.3: Geometrical meaning of slip between concrete and prestressing tendon.
Zamik na stiku torej dolocˇa enacˇba
sc(xc) + ∆k(xc) = ∆k(0) + skp(x
k
p) → ∆k(xc) = ∆k(0) +
[
skp(xc)− sc(xc)
]
, (2.71)
kjer predstavljajo sc(xc) in skp(x
k
p = xc) (k = 1, 2, ...,np) deformirani dolzˇini od zacˇetnega delca be-
tonskega dela nosilca oziroma prednapetih kablov na stiku do izbranega delca. Dolocˇimo jih z izrazi
(k = 1, 2, ...,np):
sc(xc) =
∫ xc
0
(
1 + εc0(x) + zkc κc(x)
)
dx, (2.72)
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skp(x
k
p = xc) =
∫ xkp=xc
0
(
1 + εkp(x)
)
dx. (2.73)
Ko izraze (2.72) in (2.73) vstavimo v enacˇbe (2.71), dobimo (k = 1, 2, ...,np):
∆k(xc) = ∆(0) +
∫ xc
0
[
εkp(x)−
(
εc0(x) + zkc κc(x)
)]
dx (2.74)
oziroma
d∆k(xc)
dxc
= εkp(xc)−
(
εc0(xc) + zkc κc(xc)
)
= εkp(xc)− εc(xc), (2.75)
kjer je εc(xc) = εc0(xc)+ zkc κc(xc). Z uposˇtevanjem zvez (2.59) pa lahko zamik na stiku med betonom
in k-tim prednapetim kablom zapisˇemo tudi z izrazom (k = 1, 2, ...,np) (Cˇas, 2004):
∆k(xc) =
∫ xc
x∗kp
(
1 + εkp(x)
)
dx. (2.76)
2.1.5 Konstitucijski zakon stika
S konstitucijskim zakonom stika definiramo zvezo med strizˇno komponento kontaktne linijske obtezˇbe
in zamikom na stiku med betonom in prednapetim kablom. Skladno s tretjim Newtonovim zakonom
velja na stiku enacˇba (k = 1, 2, ...,np):
pkc (xc) + p
k
p(x
k
p = xc) = 0 (2.77)
oziroma v komponentni obliki glede na prostorsko bazo (k = 1, 2, ...,np):
pkX,c(xc) + p
k
X,p(x
k
p = xc) = 0, (2.78)
pkZ,c(xc) + p
k
Z,p(x
k
p = xc) = 0. (2.79)
V enacˇbah (2.13)–(2.16) smo kontaktno linijsko obtezˇbo, ki deluje na stiku med betonom in jeklom
za prednapenjanje, zapisali tudi v materialnem koordinatnem sistemu. V disertaciji materialne bazne
vektorje, na primer za betonski del nosilca, oznacˇimo et,c ≡ ex,c in en,c ≡ ez,c. S tem poudarimo,
da gre za tangentni in normalni vektor glede na deformirano referencˇno os. Posledicˇno pripadajocˇe
komponente kontaktne linijske obtezˇbe imenujemo tangentna (strizˇna) in normalna komponenta (slika
2.4). S pomocˇjo slike 2.4 zapisˇemo zveze (k = 1, 2, ...,np):
pkt,c(xc) = p
k
t,c1(xc) + p
k
t,c2(xc), (2.80)
pkt,p(x
k
p) = p
k
t,p1(x
k
p) + p
k
t,p2(x
k
p), (2.81)
pkn,c(xc) = p
k
n,c1(xc) + p
k
n,c2(xc), (2.82)
pkn,p(x
k
p) = p
k
n,p1(x
k
p) + p
k
n,p2(x
k
p). (2.83)
16 Krauberger, N. 2008. Vpliv pozˇara na obnasˇanje ojacˇanih betonskih linijskih konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Slika 2.4: Komponente kontaktne linijske obtezˇbe na stiku med betonom in prednapetim kablom.
Figure 2.4: Components of bond stress between concrete and prestressing tendon.
Z uposˇtevanjem enacˇb (2.80)–(2.83) pa zapisˇemo tudi zveze med komponentami kontaktne linijske
obtezˇbe v razlicˇnih bazah:
za betonski del nosilca (k = 1, 2, ...,np):
pkX,c(xc) = p
k
t,c(xc) cosϕc(xc) + p
k
n,c(xc) sinϕc(xc), (2.84)
pkZ,c(xc) = −pkt,c(xc) sinϕc(xc) + pkn,c(xc) cosϕc(xc), (2.85)
za prednapete kable (k = 1, 2, ...,np):
pkX,p(x
k
p) = p
k
t,p(x
k
p) cosϕ
k
p(x
k
p) + p
k
n,p(x
k
p) sinϕ
k
p(x
k
p), (2.86)
pkZ,p(x
k
p) = −pkt,p(xkp) sinϕkp(xkp) + pkn,p(xkp) cosϕkp(xkp). (2.87)
V enacˇbah (2.84)–(2.87) predstavljata pkt,c(xc) in p
k
n,c(xc) tangencialno (strizˇno) oziroma normalno kom-
ponento kontaktnega napetostnega vektorja, s katero k-ti prednapeti kabel deluje na betonski del nosilca.
Podobno pa pkt,p(x
k
p) in p
k
n,p(x
k
p) predstavljata tangencialno (strizˇno) in normalno komponento kontakt-
nega napetostnega vektorja, s katero betonski del nosilca deluje na k-ti prednapeti kabel. Ko enacˇbe
(2.84)–(2.87) vstavimo v ravnotezˇne enacˇbe (2.49) in (2.50), dobijo te znane oblike ravnotezˇnih enacˇb
za vrvi (k = 1, 2, ...,np):
dN kp (xkp)
dxkp
+ pkt,p(x
k
p) = 0, (2.88)
−N kp (xkp)κkp(xkp) + pkn,p(xkp) = 0. (2.89)
V splosˇnem lahko konstitucijski zakon stika med betonom in prednapetimi kabli zapisˇemo v obliki (k =
1, 2, ...,np):
pkt,c(xc) = Gkt,c
(
∆k(xc), pkn,c(xc), xc, ...
)
. (2.90)
Funkcije Gkt,c (k = 1, 2, ...,np) so v splosˇnem odvisne od zamika, normalne komponente kontaktne
linijske obtezˇbe, lege in sˇtevilnih drugih parametrov. Kot vse konstitucijske zveze tudi te dolocˇimo s
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preizkusi. Te zveze v literaturi pogosto imenujejo strizˇni tok-zamik. Najpreprostejsˇa je linearna zveza
(Cˇas, 2004)
pkt,c(xc) = K∆
k(xc), (2.91)
kjer predstavljaK koeficient togosti stika.
Kot je pokazal Cˇas v svoji doktorski disertaciji (Cˇas, 2004), so pri gradbenih konstrukcijah zamiki na
stiku majhni. V tem primeru lahko v osnovnih enacˇbah predstavljenega matematicˇnega modela sˇe do-
datno uposˇtevamo (k = 1, 2, ..., np):
ϕkp(x
k
p) ≈ ϕkp(x∗kp ) = ϕc(xc), (2.92)
ukp(x
∗k
p ) ≈ ukp(xkp), (2.93)
wkp(x
∗k
p ) ≈ wkp(xkp), (2.94)
εkp(x
∗k
p ) ≈ εkp(xkp), (2.95)
κkp(x
∗k
p ) ≈ κkp(xkp). (2.96)
Cˇe enacˇbo (2.92) uposˇtevamo v enacˇbah (2.84)–(2.87), lahko ob uposˇtevanju enacˇb (2.78) in (2.79)
dobimo poenostavljene zveze tudi za komponente kontaktne linijske obtezˇbe v materialni bazi (k =
1, 2, ..., np):
pkn,p(x
k
p) ≈ −pkn,c(xc), (2.97)
pkt,p(x
k
p) ≈ −pkt,c(xc). (2.98)
2.1.6 Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe
Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe predstavljenega matematicˇnega modela za analizo prednapetih betonskih
linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi sestavljajo kinematicˇne, ravnotezˇne, konstitucijske in vezne
enacˇbe:
kinematicˇne enacˇbe:
1 +
duc(xc)
dxc
− (1 + εc0(xc)) cosϕc(xc) = 0, (2.99)
dwc(xc)
dxc
+
(
1 + εc0(xc)
)
sinϕc(xc) = 0, (2.100)
dϕc(xc)
dxc
− κc(xc) = 0, (2.101)
1 +
dukp(x
k
p)
dxc
− (1 + εkp(xkp)) cosϕc(xc) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.102)
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ravnotezˇne enacˇbe:
dRX,c(xc)
dxc
+ qX,c(xc) +
∑np
k=1
pkX,c(xc) = 0, (2.103)
dRZ,c(xc)
dxc
+ qZ,c(xc) +
∑np
k=1
pkZ,c(xc) = 0, (2.104)
dMc(xc)
dxc
− (1 + εc0(xc))Qc(xc) +mY,c(xc) +∑np
k=1
pkX,c(xc) z
k
c = 0, (2.105)
dN kp (xkp)
dxkp
+ pkt,p(x
k
p) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.106)
−N kp (xkp)
( (
1 + εkp(x
k
p)
)(
1 + εc0(xc) + zkc κc(xc)
) κc(xc))+ pkn,p(xkp) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.107)
konstitucijske enacˇbe:
Nc(xc) = Nc,c(xc, εc0, κc), (2.108)
Mc(xc) =Mc,c(xc, εc0, κc), (2.109)
N kp (xkp) = N kc,p(xkp, εkp), (k = 1, 2, ...,np), (2.110)
vezne enacˇbe:
xc + uc(xc) + zkc sinϕc(xc) = x
∗k
p + u
k
p(x
k
p), (k = 1, 2, ...,np), (2.111)
∆k(xc) =
∫ xc
x∗kp
(
1 + εkp(x)
)
dx, (k = 1, 2, ...,np), (2.112)
pkt,c(xc) = Gkt,c
(
∆k(xc), pkn,c(xc), xc, ...
)
, (k = 1, 2, ...,np), (2.113)
pkX,c(xc) = p
k
t,c(xc) cosϕc(xc)− pkn,p(xkp) sinϕc(xc), (k = 1, 2, ...,np), (2.114)
pkZ,c(xc) = −pkt,c(xc) sinϕc(xc)− pkn,p(xkp) cosϕc(xc), (k = 1, 2, ...,np), (2.115)
pkX,p(x
k
p) = −pkX,c(xc), (k = 1, 2, ...,np), (2.116)
pkZ,p(x
k
p) = −pkZ,c(xc), (k = 1, 2, ...,np) (2.117)
ter pripadajocˇi staticˇni in kinematicˇni robni pogoji:
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xc = 0 :
− S1,c −RX,c(0) = 0 ali u1,c = uc(0), (2.118)
−S2,c −RZ,c(0) = 0 ali u2,c = wc(0), (2.119)
−S3,c −Mc(0) = 0 ali u3,c = ϕc(0), (2.120)
xc = L :
− S4,c +RX,c(L) = 0 ali u4,c = uc(L), (2.121)
−S5,c +RZ,c(L) = 0 ali u5,c = wc(L), (2.122)
−S6,c +Mc(L) = 0 ali u6,c = ϕc(L), (2.123)
Sistem enacˇb (2.99)–(2.113) sestavlja (7np + 8) diferencialnih in algebrajskih enacˇb za prav toliko ne-
znank: εc0(xc), κc(xc), εkp(x
k
p),RX,c(xc),RZ,c(xc),Mc(xc),N kp (xkp), uc(xc),wc(xc), ϕc(xc), ukp(xkp),
x∗kp (xc), pkn,p(xkp), pkt,c(xc), ∆k(xc), (k = 1, 2, ...,np). Ker analiticˇne resˇitve obravnavanega sistema
enacˇb ne poznamo, jih v nadaljevanju resˇimo z metodo koncˇnih elementov.
2.2 Diskretizacija posplosˇenih ravnotezˇnih enacˇb prednapetega betonske-
ga linijskega nosilca
Tocˇno resˇitev osnovnih enacˇb prednapetega betonskega linijskega nosilca (2.99)–(2.123) poznamo le za
geometrijsko linearne in elasticˇne modele. Zato dani sistem osnovnih enacˇb s pripadajocˇimi robnimi
pogoji resˇimo numericˇno, in sicer z metodo koncˇnih elementov (MKE). V disertaciji predstavimo nov
numericˇni postopek za nelinearno analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij z mozˇnostjo za-
mika na stiku med betonom in prednapetimi kabli. Postopek je zasnovan na t.i. deformacijski metodi
koncˇnih elementov (Planinc, 1998). Glavna prednost deformacijskih koncˇnih elementov pred standard-
nimi koncˇnimi elementi je v tem, da so deformacijski koncˇni elementi neobcˇutljivi na vse vrste bloki-
ranj. Druzˇino novih deformacijskih koncˇnih elementov izpeljemo s pomocˇjo modificiranega izreka o
virtualnem delu. Zaradi preglednosti izpeljave v nadaljevanju funkcijske argumente posameznih kolicˇin
izpustimo.
2.2.1 Izrek o virtualnem delu
Izrek o virtualnem delu pravi, da je v ravnotezˇnem stanju telesa virtualno delo zunanjih sil enako virtu-
alnemu delu notranjih sil. Ker so zamiki na stiku med betonom in prednapetimi kabli pri obicˇajnih grad-
benih konstrukcijah majhni, predpostavimo, da je beton v stiku s prednapetimi kabli na celotni dolzˇini
nosilca. S to predpostavko lahko zapisˇemo izrek o virtualnem delu z locˇenima enacˇbama na celotnem
nosilcu:
za betonski del nosilca:
δWc =
∫ L
0
Nc δεc0 dx+
∫ L
0
Mc δκc dx
−
∫ L
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
δuc dx−
∫ L
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
δwc dx−
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−
∫ L
0
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
δϕc dx−
∑6
i=1
Si,c δui,c = 0, (2.124)
za prednapete kable (k = 1, 2, ...,np):
δWp =
∑np
k=1
[∫ L
0
N kp δεkp dx+
∫ L
0
Mkp δκkp dx −
−
∫ L
0
pkX,p δu
k
p dx−
∫ L
0
pkZ,p δw
k
p dx−
∫ L
0
hkY,pδϕ
k
p dx
]
= 0. (2.125)
Izrek o virtualnem delu prednapetega betonskega nosilca zapisˇemo kot vsoto izrazov (2.124) in (2.125):
δW = δWc + δWp (2.126)
δW =
∫ L
0
Nc δεc0 dx+
∫ L
0
Mc δκc dx−
−
∫ L
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
δuc dx−
∫ L
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
δwc dx−
−
∫ L
0
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
δϕc dx−
∑6
i=1
Si,c δui,c+
+
∑np
k=1
[∫ L
0
N kp δεkp dx+
∫ L
0
Mkp δκkp dx −
−
∫ L
0
pkX,p δu
k
p dx−
∫ L
0
pkZ,p δw
k
p dx
]
= 0, (2.127)
kjer smo uposˇtevali hkY,p = 0 (k = 1, 2, ...,np). V enacˇbi (2.127) kolicˇine δuc, δwc, δϕc, δu
k
p, δw
k
p
in δϕkp oznacˇujejo virtualne spremembe pomikov in zasukov referencˇne osi betonskega dela nosilca
oziroma k-tega prednapetega kabla, δεc0, δκc, δεkp in δκ
k
p pa so virtualne spremembe deformacijskih
kolicˇin prednapetega betonskega nosilca. Z δui,c in Si,c (i = 1, ..., 6) smo oznacˇili virtualne spremembe
robnih pomikov in zasukov ter zunanje tocˇkovne sile in momente betonskega dela nosilca.
2.2.2 Modificiran izrek o virtualnem delu
Pri izpeljavi modificiranega izreka o virtualnem delu uposˇtevamo, da so konstitucijske enacˇbe (2.39)–
(2.41) identicˇno zadosˇcˇene, zato v funkcionalu (2.127) ravnotezˇne kolicˇine Nc,Mc, N kp inMkp nado-
mestimo s konstitucijskimi kolicˇinami Nc,c,Mc,c, N kc,p inMkc,p:
δW =
∫ L
0
Nc,c δεc0 dx+
∫ L
0
Mc,c δκc dx−
−
∫ L
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
δuc dx−
∫ L
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
δwc dx−
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−
∫ L
0
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
δϕc dx−
∑6
i=1
Si,c δui,c+
+
∑np
k=1
[∫ L
0
N kc,p δεkp dx+
∫ L
0
Mkc,p δκkp dx −
−
∫ L
0
pkX,p δu
k
p dx−
∫ L
0
pkZ,p δw
k
p dx
]
= 0. (2.128)
V nadaljevanju obravnavamo funkcional (2.128) kot vezan variacijski princip. Vezi predstavljajo kine-
maticˇne enacˇbe (2.7)–(2.12). Zaradi preglednosti izpeljave veznih enacˇb (2.52)–(2.53) zaenkrat sˇe ne
obravnavamo kot vezi k funkcionalu (2.128). V izpeljavo jih bomo vkljucˇili na koncu poglavja. Pri
vezanih problemih variacijskega racˇuna vezi pomnozˇimo s pripadajocˇimi Lagrangevimi mnozˇitelji: RX,c,
RZ,c inMc terRkX,p,RkZ,p inMkp (k = 1, 2, ...,np). Produkte vezi in Lagrangevih mnozˇiteljev v nadal-
jevanju integriramo po referencˇni osi betonskega dela nosilca oziroma prednapetih kablov. Dobljene
izraze variiramo po spremenljivkah uc, wc, ϕc, εc0, κc, RX,c, RZ,c, Mc, ukp, wkp, ϕkp, εkp, κkp, RkX,p,
RkZ,p inMkp (k = 1, 2, ...,np) in dobimo:
za betonski del nosilca:
δDc =
∫ L
0
(
1 + u′c − (1 + εc0) cosϕc
)
δRX,c dx+
+
∫ L
0
RX,c
(
δu′c − cosϕc δεc0 + (1 + εc0) sinϕc δϕc
)
dx+
+
∫ L
0
(
w′c + (1 + εc0) sinϕc
)
δRZ,c dx+
+
∫ L
0
RZ,c
(
δw′c + sinϕc δεc0 + (1 + εc0) cosϕc δϕc
)
dx+
+
∫ L
0
(
ϕ′c − κc
)
δMc dx+
∫ L
0
Mc
(
δϕ′c − δκc
)
dx = 0, (2.129)
za prednapete kable (k = 1, 2, ..., np):
δDp =
∑np
k=1
[∫ L
0
(
1 + (ukp)
′ − (1 + εkp) cosϕkp
)
δRkX,p dx +
+
∫ L
0
RkX,p
(
(δukp)
′ − cosϕkp δεkp + (1 + εkp) sinϕkp δϕkp
)
dx+
+
∫ L
0
(
(wkp)
′ + (1 + εkp) sinϕ
k
p
)
δRkZ,p dx+
+
∫ L
0
RkZ,p
(
(δwkp)
′ + sinϕkp δε
k
p + (1 + ε
k
p) cosϕ
k
p δϕ
k
p
)
dx+
+
∫ L
0
(
(ϕkp)
′ − κkp
)
δMkp dx+
∫ L
0
Mkp
(
(δϕkp)
′ − δκkp
)
dx
]
= 0. (2.130)
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Ko izraza (2.129) in (2.130) prisˇtejemo k funkcionalu (2.128), integrale
∫ L
0 RX,c δu′c dx,
∫ L
0 RZ,c δw′c dx,∫ L
0 Mc δϕ′c dx,
∫ L
0 RkX,p (δukp)′ dx,
∫ L
0 RkZ,p (δwkp)′ dx in
∫ L
0 Mkp (δϕkp)′ dx (k = 1, 2, ...,np) integri-
ramo po delih in ko v funkcionalu (2.128) uposˇtevamo izraze:
Nc = RX,c cosϕc −RZ,c sinϕc, (2.131)
Qc = RX,c sinϕc +RZ,c cosϕc, (2.132)
N kp = RkX,p cosϕkp −RkZ,p sinϕkp, (2.133)
Qkp = RkX,p sinϕkp +RkZ,p cosϕkp, (2.134)
dobimo t.i. razsˇirjen izrek o virtualnem delu:
δW
∗ =
∫ L
0
((Nc,c −Nc)δεc0 + (Mc,c −Mc)δκc−
−(R′X,c + qX,c +∑npk=1 pkX,c)δuc − (R′Z,c + qZ,c +∑npk=1 pkZ,c)δwc−
−(M′c − (1 + εc0)Qc +mY,c +∑npk=1 pkX,c zkc )δϕc+
+
(
1 + u′c − (1 + εc0) cosϕc
)
δRX,c +
(
w′c − (1 + εc0) sinϕc
)
δRZ,c +
(
ϕ′c − κc
)
δMc
)
dx+
+
(
−S1,c −RX,c(0)
)
δu1,c +
(
−S2,c −RZ,c(0)
)
δu2,c +
(
−S3,c −Mc(0)
)
δu3,c+
+
(
−S4,c +RX,c(L)
)
δu4,c +
(
−S5,c +RZ,c(L)
)
δu5,c +
(
−S6,c +Mc(L)
)
δu6,c+
+
∑np
k=1
[∫ L
0
((N kc,p −N kp )δεkp + (Mkc,p −Mkp)δκkp −
−((RkX,p)′ + pkX,p)δukp − ((RkZ,p)′ + pkZ,p)δwkp−
−((Mkp)′ − (1 + εkp)Qkp)δϕkp+
+
(
1 + (ukp)
′ − (1 + εkp) cosϕkp
)
δRkX,p+
+
(
(wkp)
′ − (1 + εkp) sinϕkp
)
δRkZ,p+
+
(
(ϕkp)
′ − κkp
)
δMkp
)
dx+
+
(
−RkX,p(0)
)
δuk1,p +
(
−RkZ,p(0)
)
δuk2,p +
(
−Mkp(0)
)
δuk3,p+
+
(
RkX,p(L)
)
δuk4,p +
(
RkZ,p(L)
)
δuk5,p +
(
Mkp(L)
)
δuk6,p
]
= 0. (2.135)
Variacije δuc, δwc, δϕc, δεc0, δκc, δRX,c, δRZ,c, δMc, δukp, δwkp, δϕkp, δεkp, δκkp, δRkX,p, δRkZ,p in
δMkp v funkcionalu (2.135) predstavljajo poljubne neodvisne funkcije, variacije:
δu1,c = δuc(0), δu2,c = δwc(0), δu3,c = δϕc(0), (2.136)
δu4,c = δuc(L), δu5,c = δwc(L), δu6,c = δϕc(L), (2.137)
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δuk1,p = δu
k
p(0), δu
k
2,p = δw
k
p(0), δu
k
3,p = δϕ
k
p(0), (2.138)
δuk4,p = δu
k
p(L), δu
k
5,p = δw
k
p(L), δu
k
6,p = δϕ
k
p(L), (2.139)
pa poljubne vozlisˇcˇne vrednosti pomikov in zasuka prednapetega betonskega nosilca. Osnovna lema
variacijskega racˇuna pravi, da so koeficienti pri neodvisnih variacijah enaki nicˇ. Od tod sledijo Euler-
Lagrangeve enacˇbe ravninskega prednapetega betonskega nosilca, ki jih sestavljajo:
konstitucijske enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f1 = Nc,c −Nc = 0, (2.140)
f2 =Mc,c −Mc = 0, (2.141)
fk3 = N kc,p −N kp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.142)
fk4 =Mkc,p −Mkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.143)
kinematicˇne enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f5 = 1 + u′c − (1 + εc0) cosϕc = 0, (2.144)
f6 = w′c + (1 + εc0) sinϕc = 0, (2.145)
f7 = ϕ′c − κc = 0, (2.146)
fk8 = 1 + (u
k
p)
′ − (1 + εkp) cosϕkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.147)
fk9 = (w
k
p)
′ + (1 + εkp) sinϕ
k
p = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.148)
fk10 = (ϕ
k
p)
′ − κkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.149)
ravnotezˇne enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f11 = R′X,c + qX,c +
∑np
k=1
pkX,c = 0, (2.150)
f12 = R′Z,c + qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c = 0, (2.151)
f13 =M′c − (1 + εc0)Qc +
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
= 0, (2.152)
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fk14 = (RkX,p)′ + pkX,p = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.153)
fk15 = (RkZ,p)′ + pkZ,p = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.154)
fk16 = (Mkp)′ − (1 + εkp)Qkp = 0, (k = 1, 2, ...,np). (2.155)
Pripadajocˇi staticˇni (ali naravni) in kinematicˇni (ali bistveni) robni pogoji so:
xc = 0 :
− S1,c −RX,c(0) = 0 ali u1,c = uc(0), (2.156)
−S2,c −RZ,c(0) = 0 ali u2,c = wc(0), (2.157)
−S3,c −Mc(0) = 0 ali u3,c = ϕc(0), (2.158)
xc = L :
− S4,c +RX,c(L) = 0 ali u4,c = uc(L), (2.159)
−S5,c +RZ,c(L) = 0 ali u5,c = wc(L), (2.160)
−S6,c +Mc(L) = 0 ali u6,c = ϕc(L), (2.161)
kjer smo uposˇtevali, da je RkX,p(0) = RkZ,p(0) = · · · = Mkp(L) = 0 (k = 1, 2, ...,np). Napetostno in
deformacijsko stanje prednapetega betonskega linijskega nosilca dolocˇajo poleg enacˇb (2.140)–(2.155)
in robnih pogojev (2.156)–(2.161) tudi vezne enacˇbe (2.52) in (2.53). V podpoglavjih 2.1.2 in 2.1.3
smo posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe prednapetih kablov nadomestili z enacˇbami za vrvi, v podpoglavju
2.1.4 pa smo z veznimi enacˇbami (2.52)–(2.53) modificirali kinematicˇne enacˇbe (2.7)–(2.12). S temi
modifikacijami v nadaljevanju preoblikujemo Euler-Lagrangeove enacˇbe (2.140)–(2.161) in dobimo:
konstitucijske enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f1 = Nc,c −Nc = 0, (2.162)
f2 =Mc,c −Mc = 0, (2.163)
fk3 = N kc,p −N kp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.164)
kinematicˇne enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f5 = 1 + u′c − (1 + εc0) cosϕc = 0, (2.165)
f6 = w′c + (1 + εc0) sinϕc = 0, (2.166)
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f7 = ϕ′c − κc = 0, (2.167)
fk8 = 1 + (u
k
p)
′ − (1 + εkp) cosϕkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.168)
fk9 = wc + z
k
c cosϕc − wkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.169)
fk10 = ϕc − ϕkp = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.170)
ravnotezˇne enacˇbe:
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
f11 = R′X,c + qX,c +
∑np
k=1
pkX,c = 0, (2.171)
f12 = R′Z,c + qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c = 0, (2.172)
f13 =M′c − (1 + εc0)Qc +
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
= 0, (2.173)
fk14 = (N kp )′ + pkt,p = 0, (k = 1, 2, ...,np), (2.174)
fk15 = −N kp κkp + pkn,p = 0, (k = 1, 2, ...,np). (2.175)
Pomike in zasuk prednapetega betonskega linijskega nosilca dolocˇimo z integriranjem kinematicˇnih
enacˇb (2.165)–(2.168):
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
uc (xc) = uc (0) +
∫ xc
0
(
(1 + εc0) cosϕc
)
dx− xc, (2.176)
wc (xc) = wc (0)−
∫ xc
0
(
(1 + εc0) sinϕc
)
dx, (2.177)
ϕc (xc) = ϕc (0) +
∫ xc
0
κc dx, (2.178)
ukp(x
k
p) = u
k
p (0) +
∫ xkp
0
(
(1 + εkp) cosϕc
)
dx− xkp, (k = 1, 2, ...,np). (2.179)
Cˇe uc (0), wc (0), ϕc (0), ukp (0) (k = 1, 2, ...,np) zadostijo bistvenim robnim pogojem pri xc = 0
oziroma pri xkp = 0, so kinematicˇne kolicˇine uc, wc, ϕc, u
k
p odvisne le od deformacijskih spremenljivk
εc0, κc, εkp. V splosˇnem moramo pomikom in zasukom zadostiti tudi pri xc = L oziroma pri x
k
p = L.
Vsem tem pogojem lahko preprosto zadostimo, cˇe enacˇbe:
uc (L) = uc (0) +
∫ L
0
(
(1 + εc0) cosϕc
)
dx− L, (2.180)
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wc (L) = wc (0)−
∫ L
0
(
(1 + εc0) sinϕc
)
dx, (2.181)
ϕc (L) = ϕc (0) +
∫ L
0
κc dx, (2.182)
ukp(L) = u
k
p(0) +
∫ L
0
(
(1 + εkp) cosϕc
)
dx− L, (k = 1, 2, ...,np) (2.183)
obravnavamo kot vezne enacˇbe deformacijskih kolicˇin prednapetega betonskega nosilca (Planinc, 1998).
Na podoben nacˇin resˇimo tudi ravnotezˇne enacˇbe (2.171)–(2.174):
xc, x
k
p ∈ [0, L] :
RX,c (xc) = RX,c (0)−
∫ xc
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
dx, (2.184)
RZ,c (xc) = RZ,c (0)−
∫ xc
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
dx, (2.185)
Mc (xc) =Mc (0) +
∫ xc
0
(
(1 + εc0)Qc −
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
))
dx, (2.186)
N kp (xkp) = N kp (0)−
∫ xkp
0
pkt,p dx, (k = 1, 2, ...,np). (2.187)
Staticˇne kolicˇine pri xc = L oziroma xkp = L (k = 1, 2, ...,np), ki jih potrebujemo v enacˇbah (2.159)–
2.161), izracˇunamo z enacˇbami:
RX,c (L) = RX,c (0)−
∫ L
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
dx, (2.188)
RZ,c (L) = RZ,c (0)−
∫ L
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
dx, (2.189)
Mc (L) =Mc (0) +
∫ L
0
(
(1 + εc0)Qc −
(
mY,c +
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
))
dx, (2.190)
N kp (L) = N kp (0)−
∫ L
0
pkt,p dx, (k = 1, 2, ...,np). (2.191)
Ker smo kinematicˇne in ravnotezˇne enacˇbe tocˇno resˇili, v funkcionalu (2.135) odpadejo ustrezni cˇleni.
Da zadostimo kinematicˇnim robnim pogojem, oziroma da povezˇemo nosilce v konstrukcijo, k enacˇbi
(2.135) dodamo sˇe enacˇbe (2.180)–(2.183). Dobimo t.i. modificiran izrek o virtualnem delu:
δW ∗ =
∫ L
0
((Nc,c −Nc)δεc0 + (Mc,c −Mc)δκc)dx+
+
(
uc (L)− uc (0)−
∫ L
0
(
(1 + εc0) cosϕc
)
dx+ L
)
δRX,c(0)+
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+
(
wc (L)− wc (0) +
∫ L
0
(
(1 + εc0) sinϕc
)
dx
)
δRZ,c(0)+
+
(
ϕc (L)− ϕc (0)−
∫ L
0
κc dx
)
δMc(0)+
+
(
−S1,c −RX,c(0)
)
δuc (0) +
(
−S2,c −RZ,c(0)
)
δwc (0) +
(
−S3,c −Mc(0)
)
δϕc (0)+
+
(
−S4,c +RX,c(L)
)
δuc (L) +
(
−S5,c +RZ,c(L)
)
δwc (L) +
(
−S6,c +Mc(L)
)
δϕc (L)+
+
∑np
k=1
[∫ L
0
((N kc,p −N kp )δεkp)dx +
+
(
ukp (L)− ukp (0)−
∫ L
0
(
(1 + εkp) cosϕc
)
dx+ L
)
δN kp (0)+
+
(−N kp (0))δukp (0) + (N kp (L))δukp (L) ]= 0. (2.192)
Bistvena lastnost modificiranega izreka o virtualnem delu (2.192) je, da je odvisen le od deformacijskih
kolicˇin εc0 (xc), κc (xc) in εkp
(
xkp
)
. Ostale neznane kolicˇine (pomiki, zasuk, Lagrangevi mnozˇitelji)
nastopajo le s svojimi robnimi vrednostmi. V nadaljevanju bomo dani modificiran izrek o virtualnem
delu skupaj z enacˇbami (k = 1, 2, ..., np):
−N kp κkp + pkn,p = 0, (2.193)
κkp −
(
1 + εkp
)
(1 + εc0 + zkc κc)
κc = 0, (2.194)
xc + uc + zkc sinϕc − x∗kp − ukp = 0 (2.195)
uporabili za formulacijo deformacijskih koncˇnih elementov prednapetega linijskega betonskega nosilca.
2.2.3 Galerkinova (standardna) metoda koncˇnih elementov
Pri metodi koncˇnih elementov prednapeti betonski nosilec razdelimo na koncˇne elemente. Neznane
deformacijske kolicˇine v funkcionalu (2.192) εc0 (xc), κc (xc) in εkp
(
xkp
)
interpoliramo z Lagrangevimi
interpolacijskimi polinomi (k = 1, 2, ..., np):
εc0 (xc) =
∑N
n=1
Pn (xc) εc0,n, κc (xc) =
∑N
n=1
Pn (xc) κc,n,
εkp(x
k
p) =
∑N
n=1
Pn(xkp ) ε
k
p,n,
(2.196)
kjer predstavljajo εc0,n, κc,n in εkp,n (n = 1, 2, ..., N ) vozlisˇcˇne vrednosti deformacijskih kolicˇin. Skladno
z interpolacijskimi nastavki (2.196) zapisˇemo tudi nastavke za variacije deformacijskih kolicˇin (k =
1, 2, ..., np):
δεc0 (xc) =
∑N
n=1
Pn (xc) δεc0,n, δκc (xc) =
∑N
n=1
Pn (xc) δκc,n,
δεkp(x
k
p) =
∑N
n=1
Pn(xkp ) δε
k
p,n.
(2.197)
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Formulacija posplosˇenih diskretnih ravnotezˇnih enacˇb pri homogenih nosilcih je dobro znana in pred-
stavlja osnovo za formulacijo posplosˇenih diskretnih ravnotezˇnih enacˇb prednapetega betonskega nosilca
(Planinc, 1998). Skladno s to teorijo nastavke (2.196)–(2.197) vstavimo v modificiran izrek o virtualnem
delu (2.192) in dobimo (k = 1, 2, ..., np):
δW ∗ =
∑N
n=1
(∫ L
0
(Nc,c −Nc)Pn dx
)
δεc0,n+
+
∑N
n=1
(∫ L
0
(Mc,c −Mc)Pn dx
)
δκc,n+
+
∑np
k=1
[∑N
n=1
(∫ L
0
(
N kc,p −N kp
)
Pn dx
)
δεkp,n
]
+
+
(
uc (L)− uc (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn εc0,n) cosϕc
)
dx+ L
)
δRX,c(0)+
+
(
wc (L)− wc (0) +
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn εc0,n) sinϕc
)
dx
)
δRZ,c(0)+
+
(
ϕc (L)− ϕc (0)−
∫ L
0
(∑N
n=1
Pn κc,n
)
dx
)
δMc(0)+
+
∑np
k=1
[(
ukp (L)− ukp (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
k
p,n) cosϕc
)
dx+ L
)
δN kp (0)
]
+
+
(
−S1,c −RX,c(0)
)
δuc (0) +
(
−S2,c −RZ,c(0)
)
δwc (0) +
(
−S3,c −Mc(0)
)
δϕc (0)+
+
(
−S4,c +RX,c(L)
)
δuc (L) +
(
−S5,c +RZ,c(L)
)
δwc (L) +
(
−S6,c +Mc(L)
)
δϕc (L)+
+
∑np
k=1
[(−N kp (0))δukp (0) + (N kp (L))δukp (L)] = 0. (2.198)
Euler-Lagrangeove enacˇbe k variacijskemu problemu (2.198) so (k = 1, 2, ...,np):
gnεc0 =
∫ L
0
(Nc,c −Nc)Pn dx = 0, (n = 1, 2, ...,N ), (2.199)
gnκc =
∫ L
0
(Mc,c −Mc)Pn dx = 0, (n = 1, 2, ...,N ), (2.200)
gnεkp
=
∫ L
0
(
N kc,p −N kp
)
Pn dx, (n = 1, 2, ...,N ), (2.201)
gRX,c = uc (L)− uc (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn εc0,n) cosϕc
)
dx+ L = 0, (2.202)
gRZ,c = wc (L)− wc (0) +
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn εc0,n) sinϕc
)
dx = 0, (2.203)
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gMc = ϕc (L)− ϕc (0)−
∫ L
0
(∑N
n=1
Pn κc,n
)
dx = 0, (2.204)
gN kp = u
k
p (L)− ukp (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
k
p,n) cosϕc
)
dx+ L = 0, (2.205)
guc0 = −S1,c −RX,c(0) = 0, (2.206)
gwc0 = −S2,c −RZ,c(0) = 0, (2.207)
gϕc0 = −S3,c −Mc(0) = 0, (2.208)
gukp0
= −N kp (0) = 0, (2.209)
gucL = −S4,c +RX,c(0)−
∫ L
0
(
qX,c +
∑np
k=1
pkX,c
)
dx = 0, (2.210)
gwcL = −S5,c +RZ,c(0)−
∫ L
0
(
qZ,c +
∑np
k=1
pkZ,c
)
dx = 0, (2.211)
gϕcL = −S6,c+Mc(0)+
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn εc0,n)Qc −mY,c −
∑np
k=1
pkX,c z
k
c
)
dx = 0, (2.212)
gukpL
= N kp (0)−
∫ L
0
pkt,pdx = 0. (2.213)
Poleg Euler-Lagrangeovih enacˇb (2.199)–(2.213) sestavljajo posplosˇene diskretne ravnotezˇne enacˇbe
prednapetega betonskega nosilca tudi enacˇbe (2.193)–(2.195). Izkazˇe se, da je numericˇno ugodno z
Lagrangeovimi interpolacijskimi polinomi aproksimirati tudi spremenljivki x∗kp in pkn,p (k = 1, 2, ..., np):
x∗kp (xc) =
∑N
n=1
Pn (xc) x∗kp,n, p
k
n,p
(
xkp
)
=
∑N
n=1
Pn(xkp ) p
k
n,p,n. (2.214)
Ko nastavke (2.214) vstavimo v enacˇbe (2.193)–(2.195) in tocˇno zadostimo enacˇbi (2.194), dobimo
(k = 1, 2, ..., np):
gnx∗kp
= xc,n + uc + zkc sinϕc − x∗kp,n − ukp = 0, (n = 1, 2, ...,N ), (2.215)
gnpkn,p
= pkn,p,n −N kp
(
1 + εkp
)
(1 + εc0 + zkc κc)
κc = 0, (n = 1, 2, ...,N ). (2.216)
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Za dano zunanjo obtezˇbo predstavljajo enacˇbe (2.199)–(2.213) in (2.215)– (2.216) sistemN(3np+2)+
(3np + 9) enacˇb za prav toliko neznank. Med notranjimi prostostnimi stopnjami je neznanih N(np +
2) deformacijskih vozlisˇcˇnih kolicˇin: εc0,n, κc,n, in εkp,n ter (np + 3) ravnotezˇnih kolicˇin: RX,c(0),
RZ,c(0),Mc(0) inN kp (0). Med zunanjimi prostostnimi stopnjami pa je neznanih (2np+6) kinematicˇnih
kolicˇin: uc (0), wc (0), ϕc (0), ukp (0), uc (L), wc (L), ϕc (L) in u
k
p (L). Neznanih je sˇe dodatnih 2Nnp
vozlisˇcˇnih kolicˇin x∗kp,n in pkn,p,n. Funkcije RX,c(xc), RZ,c(xc),Mc(xc) in N kp (xkp) v enacˇbah (2.199)–
(2.216) dolocˇimo s pomocˇjo izrazov (2.184)–(2.187). V nadaljevanju notranje prostostne stopnje koncˇnih
elementov kondenziramo, zunanje prostostne stopnje pa zdruzˇimo v enacˇbo konstrukcije
G (x, λ) = 0. (2.217)
V enacˇbi (2.217), ki jo imenujemo tudi diskretna posplosˇena ravnotezˇna enacˇba konstrukcije, je x vektor
posplosˇenih pomikov oziroma vektor vozlisˇcˇnih pomikov koncˇnega elementa, parameter λ pa obtezˇni
faktor konstrukcije. Pri resˇevanju enacˇbe (2.217) si pomagamo z inkrementno-iteracijskimi metodami. V
disertaciji je uporabljena Newton-Raphsonova inkrementno-iteracijska metoda, ki jo je v svoji disertaciji
podrobno opisal Bratina (2003), zato je tu ne opisˇemo.
2.3 Racˇunski primeri
Z racˇunskimi primeri prikazˇemo ucˇinkovitost, natancˇnost in primernost predstavljenega matematicˇnega
modela in pripadajocˇega racˇunskega postopka za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij z
uposˇtevanjem zamika na stiku med betonom in jeklom za prednapenjanje pri sobni temperaturi. S tem
namenom smo z novo deformacijsko druzˇino koncˇnih elementov dopolnili racˇunalnisˇki program NFIRA
(Non-linear FIRe Analysis), narejen v programskem okolju Matlab (Bratina, 2003). V vseh racˇunskih
primerih smo predpostavili, da je debelina vmesne plasti med betonom in prednapetimi kabli enaka nicˇ
(e = 0), ter da so zamiki na stiku med betonom in prednapetimi kabli majhni. Podobno kot Bratina
(Bratina, 2003) koncˇne elemente oznacˇimo z Ei−j , kjer indeks “i” predstavlja sˇtevilo interpolacijskih
tocˇk, indeks “j” pa stopnjo numericˇne integracije. Tako smo oznacˇili, da εc0, κc ter εkp, x
∗k
p in p
k
n,p (k =
1, 2, ..., np) interpoliramo s polinomi enake stopnje in enacˇbe integriramo z enako stopnjo numericˇne
integracije. Obravnavamo dva racˇunska primera: (i) prednapeti betonski prostolezˇecˇi nosilec in (ii)
prednapeto betonsko votlo plosˇcˇo.
2.3.1 Prednapeti prostolezˇecˇi nosilec
V prvem racˇunskem primeru obravnavamo prednapeti prostolezˇecˇi nosilec I precˇnega prereza, za katerega
so Rabczuk in Eibl (2004) oziroma Rabczuk, Akkermann in Eibl (2005) predstavili eksperimentalne
rezultate. S tem racˇunskim primerom analiziramo vpliv geometrijskega modela nosilca na napetostno
in deformacijsko stanje nosilca. V nadaljevanju s primerjavo med numericˇnimi in eksperimentalnimi
rezultati ocenimo natancˇnost predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka. Na koncu
prikazˇemo sˇe konvergencˇne lastnosti deformacijskih koncˇnih elementov in s parametricˇno sˇtudijo vpliv
togosti stika med betonom in prednapetimi kabli na napetostno in deformacijsko stanje prednapetih be-
tonskih nosilcev.
Geometrijski in materialni podatki ter podatki o legi obtezˇbe obravnavanega nosilca so prikazani na sliki
2.5. Z I, II in III oznacˇimo levi in desni rob nosilca ter precˇni prerez na sredini razpona nosilca.
Izmerjeni materialni parametri so (Rabczuk, Akkermann in Eibl, 2005): tlacˇna trdnost betona fc =
4.5 kN/cm2, sekantni modul elasticˇnosti betona Ecm = 2900 kN/cm
2, deformacija pri tlacˇni trdnosti
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Slika 2.5: Geometrijski in materialni podatki ter podatki o obtezˇbi.
Figure 2.5: Geometrical, material and loading data.
betona εc1 = −2.2 ◦/◦◦, mejna tlacˇna deformacija betona εcu = −3.5 ◦/◦◦, meja tecˇenja jekla za
armiranje fyk = 50 kN/cm
2, elasticˇni modul jekla za armiranje Es = 21000 kN/cm
2, karakteristicˇna
napetost jekla za prednapenjanje, pri kateri po razbremenitvi ostane 0.1 ◦/◦ plasticˇne deformacije fp0,1k =
142 kN/cm2, natezna trdnost jekla za prednapenjanje fpk = 157 kN/cm
2, elasticˇni modul jekla za pred-
napenjanje Ep = 20500 kN/cm
2. Dodatni materialni parametri, ki niso izmerjeni, so pa potrebni pri
analizi so: modul utrditve jekla za armiranje Eutrd = 0kN/cm
2 (brez utrditve), mejna deformacija jekla
za armiranje εuk = 40 ◦/◦◦ in mejna deformacija jekla za prednapenjanje εuk = 40 ◦/◦◦.
Obravnavani prednapeti betonski nosilec je ojacˇan z mehko armaturo s precˇnim prerezomAs = 0.79 cm2
ter prednapet z dvema kabloma (np = 2). Sili prednapetja ter precˇna prereza kablov so za oba kabla
enaki: N kp,predn = 80 kN, Akp = 1.13 cm2 (k = 1, 2). Poleg tocˇkovne sile P , ki deluje na nosilec preko
vmesne konstrukcije (slika 2.5), uposˇtevamo v analizi sˇe vpliv lastne tezˇe nosilca qZ,c = 1.56 kN/m.
Nosilec modeliramo z mrezˇo 20-ih koncˇnih elementov tipa E4−5.
2.3.1.1 Analiza izbranega geometrijskega modela
V nadaljevanju najprej analiziramo vpliv geometrijskega modela nosilca na napetostno in deformacijsko
stanje prednapetega nosilca. Obravnavani nosilec je prednapet in obremenjen le z lastno tezˇo qZ,c (P =
0). Rezultate prikazujemo za linearno elasticˇen prednapeti betonski nosilec. Tudi konstitucijski zakon
stika med betonom in prednapetima kabloma je linearen, torej (k = 1, 2):
σc(xc, zc) = Ecm
(
εc0(xc) + zc κc(xc)
)
, (2.218)
σp(xc) = Ecm
(
εkp(xc) + ε
k
p,0(xc)
)
, (2.219)
pkt,p(xc) = K∆
k(xc), (2.220)
oziroma
τk(xc) = θ∆k(xc). (2.221)
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Pri tem je
τk(xc) =
pkt,p(xc)
piφkp
. (2.222)
Rezultate analize prikazujemo v preglednici 2.1, kjer za razlicˇne togosti stika prikazujemo kinematicˇne
in ravnotezˇne kolicˇine locˇeno za geometrijsko linearno teorijo nosilcev (GLT) in geometrijsko neline-
arno teorijo nosilcev (GNT). Togost stika spremljamo od K = ∞ kN/cm2 (absolutno togi stik), K =
150 kN/cm2 doK = 15 kN/cm2 (zelo podajen stik). Relativno napako oznacˇimo z , dolocˇimo pa jo v
odstotkih z enacˇbo
(•) =
∣∣∣∣(•)GLT − (•)GNT(•)GNT
∣∣∣∣ · 100. (2.223)
Preglednica 2.1: Primerjava rezultatov med geometrijsko linearno teorijo (GLT) in geometrijsko neli-
nearno teorijo (GNT) za razlicˇne togosti stikaK.
Table 2.1: The comparison of numerical results obtained by geometrical linear theory (GLT) and geo-
metrical nonlinear theory (GNT) for different slip modulusK.
GLT GNT
K [kN/cm2] ∞ 150 15 ∞ 150 15
u1p,I [mm] 0 0.60 1.89 0 0.75 1.99
u1p,II [mm] −0.74 −0.89 −2.16 −0.71 −1.05 −2.34
uc,II [mm] −0.74 −0.69 −0.55 −0.71 −0.30 −0.24
wc,III [mm] −1.26 −1.28 −1.11 −1.21 −1.08 −0.92
N 1p,III [kN] 151.44 156.00 147.84 159.95 152.26 144.71
Nc,III [kN] −151.44 −156.00 −147.84 -159.95 −152.26 −144.71
∆1p,I [mm] 0 0.60 1.89 0 0.56 1.86
p1t,p,I [kN/cm] 0 8.99 2.84 0 8.87 2.80
p1n,p,III [kN/cm] 0 −1.01 · 10−3 −9.11 · 10−4 0 −0.81 · 10−3 −7.29 · 10−4
V preglednici 2.1 vidimo, da so za prednapeti nosilec s K = 150 kN/cm2 napake znacˇilnih kolicˇin
naslednje: za vodoravna pomika na zacˇetku in koncu prednapetih kablov (u1p,I in u
1
p,II) 20
◦/◦ oziroma
15.2 ◦/◦, za vodoravni pomik tezˇisˇcˇa betonskega dela nosilca (uc,II) kar 130 ◦/◦, za precˇni pomik na sre-
dini razpona prednapetega nosilca (wc,III) 18.5 ◦/◦, za maksimalno napenjalno silo v kablih (N 1p,III)
samo 2.5 ◦/◦, za najvecˇji zamik na stiku med betonom in prednapetimi kabli (∆1p,I) 7.1
◦/◦, za ma-
ksimalno strizˇno napetost na stiku (p1t,p,I) samo 1.4
◦/◦ in za maksimalno normalno napetost na stiku
(p1n,p,I) 24.7
◦/◦. Ugotovimo lahko, da ima geometrijski model nosilca relativno majhen vpliv na velikost
znacˇilnih kolicˇin prednapetega betonskega nosilca (precˇni pomik, maksimalna napenjalna sila, zamik in
strizˇna napetost), nekoliko vecˇji je ta vpliv na vodoravne pomike nosilca, ki pa so relativno majhni in
jih zato lahko zanemarimo. Nekoliko vecˇji je vpliv togosti stika med betonom in prednapetimi kabli.
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Tako je napaka maksimalne napenjalne sile in precˇnega pomika na sredini razpona med prednapetima
nosilcema z zelo podajnim stikom in togim stikom 8.4 ◦/◦ oziroma kar 24 ◦/◦.
2.3.1.2 Primerjava eksperimentalnih in numericˇnih rezultatov
Natancˇnost predstavljenega matematicˇnega modela in pripadajocˇega racˇunskega postopka za staticˇno
analizo prednapetih betonskih nosilcev pri sobni temperaturi prikazˇemo s primerjavo numericˇnih in
eksperimentalnih rezultatov (Rabczuk in Eibl, 2004; Rabczuk, Akkermann in Eibl, 2005). Za konstitu-
cijske zakone betona, jekla za armiranje in prednapenjanje, ki v veliki meri dolocˇajo natancˇnost vsakega
matematicˇnega modela, izberemo nelinearne zveze skladno z evropskim standardom za beton Eurocode
2, Part 1-1 (2004). Grafe teh zakonov ter fizikalni pomen materialnih parametrov prikazujemo na slikah
2.6a–2.6c. Nelinearni konstitucijski zakon med strizˇno napetostjo in zamikom na stiku med betonom in
prednapetimi kabli privzamemo skladno s priporocˇili Abrishamija in Mitchella (1993), Jendela in Cr-
venke (2006) oziroma Keuserja in Mehlhorna (1983). Graf tega zakona in fizikalni pomen materialnih
parametrov prikazujemo na sliki 2.6d. Izbrani materialni parametri tega zakona so: zacˇetna togost stika
θ0 = 30 kN/cm
3, meja elasticˇnosti τ0 = 0.3 kN/cm
2, zamik pri meji elasticˇnosti ∆0 = 0.01 cm,
strizˇna trdnost stika τ I = 0.327 kN/cm
2 in pripadajocˇi zamik ∆I = 0.1 cm. Vrednosti materialnih
Slika 2.6: Konstitucijski zakoni za beton, jeklo za armiranje in prednapenjanje v skladu z Eurocode 2,
Part 1-1 (2004); konstucijski zakon stika med betonom in prednapetim jeklom (Keuser in Mehlhorn,
1983).
Figure 2.6: Stress-strain relationships of concrete, reinforcing and prestressing steel recomended by Eu-
rocode 2, Part 1-1 (2004); bond stress-slip relationship between concrete and prestressing steel (Keuser
and Mehlhorn, 1983).
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parametrov za opis mehcˇanja stika sta: ∆II = 0.25 cm in∆III = 1.0 cm. Njuni velikosti izberemo tako,
da povecˇamo stabilnost numericˇnega postopka.
Na sliki 2.7 prikazujemo izracˇunano in izmerjeno obtezˇno-deformacijsko krivuljo za navpicˇni pomik
na sredini nosilca, wIII, v odvisnosti od velikosti zunanje obtezˇbe P . Opazimo zelo dobro ujemanje
med krivuljama do tocˇke A, od tu naprej pa veliko odstopanje. Izmerjena mejna nosilnost nosilca znasˇa
P ekspmej = 122 kN, pripadajocˇi pomik pa w
eksp
III,mej = 5.8 mm (tocˇka A na sliki 2.7). Izmerjeni precˇni
pomik ob porusˇitvi nosilca pa je wekspIII,mej = 10 mm (tocˇka C na sliki 2.7). Izracˇunana mejna nosilnost
nosilca je Pmej = 147.19 kN, pripadajocˇi precˇni pomik pa wIII,mej = 12.37 mm (tocˇka B na sliki 2.7).
Opazimo, da izracˇunana mejna nosilnost ter pripadajocˇi pomik znatno prekoracˇita izmerjene vrednosti.
Vzrok odstopanj je najverjetneje v prevelikih izbranih (izmerjenih) trdnostih betona in jekla.
Slika 2.7: Obtezˇno-deformacijska krivulja. Primerjava numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov.
Figure 2.7: Load-displacement curve. The comparison of numerical and experimental results.
2.3.1.3 Analiza konvergence deformacijskih koncˇnih elementov
V nadaljevanju preverimo konvergenco predstavljenih deformacijskih koncˇnih elementov Ei−j . Defor-
macijske kolicˇine εc0, κc, εkp ter kolicˇini x
∗k
p in p
k
n,p (k = 1, 2) interpoliramo z razlicˇnimi stopnjami
Lagrangevih interpolacijskih polinomov (indeks “i”) ter razlicˇnimi stopnjami Lobattove numericˇne inte-
gracije (indeks “j”). Za referencˇno oziroma tocˇno resˇitev privzamemo resˇitev, dobljeno z 40 koncˇnimi
elementi tipa E8−9. Napako ocenimo z enacˇbo (2.223). Spreminjanje relativne napake pri mejni nosil-
nosti nosilca Pmej glede na tocˇno vrednost v odvisnosti od sˇtevila koncˇnih elementov prikazˇemo na
sliki 2.8a, v odvisnosti od stopnje numericˇne integracije pa na sliki 2.8b. Iz slike 2.8a vidimo, da se
relativna napaka s sˇtevilom koncˇnih elementov manjsˇa, iz slike 2.8b pa, da izbrana stopnja numericˇne
integracije bistveno ne vpliva na relativno napako. Glede na povedano lahko povzamemo, da je za ana-
lizo prednapetih betonskih nosilcev najugodneje izbrati mrezˇo 20-ih koncˇnih elementov tipa E4−5. Zato
v nadaljnjih parametricˇnih sˇtudijah uporabimo mrezˇo 20-ih koncˇnih elementov tipa E4−5.
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Slika 2.8: Spreminjanje relativne napake pri mejni nosilnosti nosilca Pmej v odvisnosti: (a) od sˇtevila
koncˇnih elementov in (b) od stopnje numericˇne integracije.
Figure 2.8: The change of relative error at load capacity Pmej: (a) for different numbers of finite elements
and (b) for different levels of numerical interpolation.
2.3.1.4 Vpliv togosti stika na obnasˇanje prednapetega nosilca
Zˇe v podpoglavju 2.3.1.1 smo ugotovili, da togost stika med betonom in prednapetimi kabli pomemb-
no vpliva na napetostno in deformacijsko stanje prednapetih betonskih nosilcev. V tem podpoglavju
podrobno analiziramo vpliv zacˇetne togosti stika θ0 (konstitucijski zakon stika je prikazan na sliki 2.6d)
na obnasˇanje obravnavanega prednapetega nosilca. Pri tem spreminjamo le zacˇetno togost stika θ0,
vrednosti znacˇilnih zamikov ∆0, ∆I, ∆II in ∆III pa ohranjamo nespremenjene. Za zacˇetno togost stika
izberemo vrednosti: θ0 = ∞ (absolutno togi stik), θ0 = 500, θ0 = 100, θ0 = 50, θ0 = 30 in θ0 =
20 kN/cm3 (zelo podajen stik). Rezultate parametricˇne sˇtudije prikazˇemo za prednapeti nosilec, ki je
obtezˇen z lastno tezˇo qZ,b in prednapet z zacˇetno napenjalno silo N kp,predn (k = 1, 2). Zunanja sila P
je enaka nicˇ. Zaradi simetrije in obtezˇbe nosilca prikazujemo rezultate analize le za polovico nosilca
(0 ≤ x/L ≤ 0.5).
Na sliki 2.9 prikazujemo spreminjanje osne sile v betonskem delu nosilcaNc ter prednapetem kabluN 1p
v odvisnosti od zacˇetne togosti stika θ0. Pricˇakovano opazimo padanje sile Nc in narasˇcˇanje sile N 1p v
obmocˇju prenosa napenjalne sile v betonski del nosilca. Obmocˇje prenosa napenjalne sile se povecˇuje
s padanjem zacˇetne togosti stika. Za teoreticˇni primer θ0 = ∞ kN/cm3 sta sili Nc in N 1p vzdolzˇ osi
nosilca konstantni, kar pomeni, da se napenjalna sila s kabla na betonski del nosilca prenese na razdalji
nicˇ, kar seveda fizikalno ni mogocˇe. Zaradi deformiranja nosilca ob vnosu napenjalne sile v beton se sila
v kablu zmanjsˇa z zacˇetne vrednosti N 1p,predn = 80 kN na vrednost N 1p = 76.07 kN.
Vpliv zacˇetne togosti stika na potek strizˇne komponente kontaktnega napetostnega vektorja p1t,p in za-
mika ∆1 prikazujemo na sliki 2.10. Na sliki 2.10a vidimo, da je za vecˇje zacˇetne togosti stika zamik
manjsˇi in je najvecˇji na zacˇetku nosilca. Za θ0 = 500 kN/cm
3 je zamik na robu ∆1I = 0.12 mm in je
malo vecˇji od zamika pri meji elasticˇnosti ∆0 = 0.1 mm. Obmocˇje stika na zacˇetku oziroma na koncu
nosilca, kjer je vrednost zamika razlicˇna od nicˇ, pa ne presega 5 ◦/◦ dolzˇine nosilca. Za najbolj podajni
stik (θ0 = 20 kN/cm
3) je zamik na robu bistveno vecˇji in je kar ∆1I = 1.97 mm ter obcˇutno presega
zamik pri dosezˇeni strizˇni trdnosti stika ∆I = 1 mm. To pomeni, da je na tem delu stika, kjer so zamiki
∆1 > 1.0 mm, nosilnost stika prekoracˇena in je zato prisˇlo zˇe do mehcˇanja. To vidimo tudi na sliki
2.10b, kjer prikazujemo potek strizˇne komponente kontaktnega napetostnega vektorja vzdolzˇ stika med
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Slika 2.9: Vpliv zacˇetne togosti stika na potek osne sile: (a) v betonuNc in (b) v prednapetem kabluN 1p .
Figure 2.9: Influence of initial slip modulus on distribution of axial force: (a) in concrete Nc and (b) in
prestressing tendon N 1p .
betonom in prednapetimi kabli. Tako za θ0 = 20 kN/cm
3 p1t,p proti robu nosilca pada, cˇeprav se za-
miki povecˇujejo. V nadaljevanju s pomocˇjo slike 2.10a tudi ugotovimo, da se zamiki prakticˇno pojavijo
skoraj po celotni dolzˇini nosilca, nicˇ so le na osrednji tretjini nosilca. Vpliv zacˇetne togosti stika na p1t,p
prikazujemo na sliki 2.10b. Na sliki vidimo, da so za θ0 =∞ kN/cm3 zamiki na stiku nicˇ, zato so tudi
strizˇne napetosti enake nicˇ. Pri prednapetih nosilcih z zelo togimi stiki (θ0 = 500 kN/cm
3) se zamiki
pojavijo le na majhnem obmocˇju ob robovih nosilcev. Vrednosti zamikov so bistveno manjsˇe od zamikov
na meji nosilnosti stika, strizˇne napetosti pa so na tem obmocˇju zelo velike. Najvecˇja vrednost je na robu
nosilca in je kar p1t,p = 18.89 kN/cm. Pri nosilcih z zelo podajnimi stiki (θ0 = 20 kN/cm
3) so zamiki
bistveno vecˇji, najvecˇja vrednost strizˇne napetosti na stiku pa je le p1t,p = 0.34 kN/cm. Pomembno pa
Slika 2.10: Vpliv zacˇetne togosti stika na potek: (a) zamikov ∆1 in (b) strizˇne komponente kontaktnega
napetostnega vektorja p1t,p.
Figure 2.10: Influence of initial slip modulus on distribution of: (a) slips ∆1; (b) tangential component
of bond stress vector p1t,p.
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je, da zaradi mehcˇanja stika ekstrem ne nastopi na mestu najvecˇjega zamika, t.j. na robu nosilca, temvecˇ
pri x ≈ 0.1L.
V nadaljevanju na sliki 2.11a prikazˇemo tudi vpliv zacˇetne togosti stika na potek normalne komponente
kontaktnega napetostnega vektorja p1n,p. Vrednosti normalne komponente kontaktnega napetostnega vek-
torja so bistveno manjsˇe od tangencialne komponente in ne presegajo vrednosti 0.0005 kN/cm, kar je
prakticˇno zanemarljivo. Na koncu na sliki 2.11b prikazujemo sˇe spreminjanje precˇnih pomikov nosilca
wc vzdolzˇ referencˇne osi prednapetega nosilca v odvisnosti od zacˇetne togosti stika. Ker je zunanja
obtezˇba relativno majhna (zgolj lastna tezˇa nosilca), se nosilec zaradi prednapetja dvigne. Pri pred-
napetem nosilcu s podajnim stikom se precˇni pomik na sredini razpona v primerjavi s pomikom nosilca
s togim stikom spremeni za 16.55 ◦/◦ oziroma za 0.16 mm.
Slika 2.11: Vpliv zacˇetne togosti stika na potek: (a) normalne komponente kontaktnega napetostnega
vektorja p1n,p in (b) navpicˇnega pomika wc na sredini nosilca.
Figure 2.11: Influence of initial slip modulus on distribution of: (a) normal component of bond stress
vector p1n,p and (b) vertical midspan displacement wc.
2.3.2 Prednapeta betonska votla plosˇcˇa
V drugem racˇunskem primeru analiziramo obnasˇanje prednapete votle betonske plosˇcˇe. Za ta primer v li-
teraturi obstajajo eksperimentalni rezultati (Keuser in Mehlhorn, 1983). Tudi s tem racˇunskim primerom
s primerjavo med numericˇnimi in eksperimentalnimi rezultati ocenimo natancˇnost in primernost pred-
stavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih betonskih konstrukcij.
V nadaljevanju s parametricˇnimi sˇtudijami ocenimo vpliv togosti stika med betonom in prednapetimi
kabli na togost, duktilnost in nosilnost tovrstnih prednapetih betonskih konstrukcij.
Geometrijske in materialne podatke, podatke o legi obtezˇbe in nacˇinu podpiranja ter podatke o legi
prednapetega jekla prikazujemo na sliki 2.12. Z I, II in III oznacˇimo levi in desni rob plosˇcˇe ter precˇni
prerez na sredini razpona plosˇcˇe.
Plosˇcˇa je prednapeta z devetimi kabli. Precˇni prerez posameznega kabla je Akp = 0.71 cm
2, zacˇetna
napenjalna sila pa je N kp,predn = 41.54 kN (k = 1, 2, ..., 9). Mehke armature v precˇnem prerezu
ni. Vpliv lastne tezˇe prednapete votle betonske plosˇcˇe uposˇtevamo z enakomerno linijsko obtezˇbo
qZ,c = 2.40 kN/m. Podobno kot v prvem racˇunskem primeru izberemo za konstitucijske zakone be-
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Slika 2.12: Geometrijski in materialni podatki ter podatki o obtezˇbi.
Figure 2.12: Geometrical, material and loading data.
tona ter jekla za prednapenjanje nelinearni zvezi skladno z Eurocode 2, Part 1-1 (2004) (sliki 2.6a in
2.6c). Uporabljen je tudi enak konstitucijski zakon stika med betonom in prednapetimi kabli (slika
2.6d). Materialni parametri konstitucijskega zakona stika so: zacˇetna togost stika θ0 = 50 kN/cm
3,
meja elasticˇnosti τ0 = 0.5 kN/cm
2, trdnost stika τ I = 0.545 kN/cm
2, zamika na meji elasticˇnosti in
trdnosti stika pa sta∆0 = 0.01 cm in∆I = 0.1 cm. Plosˇcˇo modeliramo z mrezˇo 20-ih linijskih koncˇnih
elementov tipa E4−5.
2.3.2.1 Primerjava med numericˇnimi in eksperimentalnimi rezultati
Na sliki 2.13 prikazujemo izmerjeno in izracˇunano obtezˇno-deformacijsko krivuljo za navpicˇni pomik
na sredini plosˇcˇe, wIII, v odvisnosti od velikosti zunanje obtezˇbe P . Opazimo relativno dobro uje-
manje krivulj. Tako je izmerjena mejna nosilnost plosˇcˇe P ekspmej = 47.50 kN, pripadajocˇi pomik pa
wekspIII,mej = 28 cm. Izracˇunana mejna nosilnost plosˇcˇe je Pmej = 55.99 kN, pripadajocˇi pomik pa
wIII,mej = 32.64 cm. Iz prikazanega lahko sklepamo, da predstavljeni matematicˇni model za analizo
prednapetih betonskih konstrukcij zelo dobro opisˇe togost prednapetih betonskih konstrukcij, nekoliko
slabsˇe pa duktilnost in nosilnost.
2.3.2.2 Vpliv nivoja zunanje obtezˇbe na obnasˇanje prednapete votle plosˇcˇe
V nadaljevanju podrobneje analiziramo vpliv nivoja zunanje obtezˇbe na mehansko obnasˇanje prednapete
votle plosˇcˇe. Analizo prikazˇemo za sˇtiri nivoje zunanje obtezˇbe, PA, PB, PC in PD (slika 2.13). Obtezˇba
PA = 0 kN predstavlja osnovni nivo obtezˇbe, kjer poleg lastne tezˇe qZ,c na plosˇcˇo delujejo le zacˇetne
napenjalne sileN kp,predn (k = 1, 2, ..., 9). Preostali nivoji obtezˇbe so: PB = 19.15 kN, PC = 37.0 kN in
PD = 55.99 kN.
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Slika 2.13: Obtezˇno-deformacijska krivulja. Primerjava numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov.
Figure 2.13: Load-displacement curve. The comparison of numerical and experimental results.
Na slikah 2.14a in 2.14b prikazˇemo spreminjanje osne sile v betonu Nc in prednapetem kablu N 1p v
odvisnosti od nivoja zunanje obtezˇbe. Opazimo, da je pri vseh nivojih obtezˇbe potek osne sile na robu
plosˇcˇe enak. V osrednjem delu plosˇcˇe osna sila v prednapetem kablu z obtezˇbo narasˇcˇa in je najvecˇja
na sredini plosˇcˇe. Pri obtezˇbi PD je njena vrednost N 1p = 112.25 kN. Pripadajocˇa napetost v kablu je
σ1p = N 1p /A1p = 158.09 kN/cm2 in je vecˇja od karakteristicˇne napetosti jekla za prednapenjanje, pri
kateri po razbremenitvi ostane 0.1 ◦/◦ plasticˇne deformacije fp0,1k = 157 kN/cm2. To pomeni, da se pri
Slika 2.14: Spreminjanje osne sile vzdolzˇ osi plosˇcˇe za sˇtiri nivoje zunanje obtezˇbe: (a) v betonu Nc in
(b) v prednapetem kablu N 1p .
Figure 2.14: Distribution of axial force along the span of slab for four different levels of load: (a) in
concrete Nc and (b) in prestressing tendon N 1p .
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obtezˇbi PD kabel zˇe plastificira.
Na sliki 2.15 prikazˇemo spreminjanje zamika ∆1 in strizˇne komponente kontaktnega napetostnega vek-
torja p1t,p vzdolzˇ stika med betonom in posameznim kablom za vse sˇtiri izbrane nivoje zunanje obtezˇbe.
Vidimo, da je zamik∆1 najvecˇji na robu plosˇcˇe, t.j. v obmocˇju sidranja oziroma prenosa napenjalne sile
v betonski del plosˇcˇe. Opazimo tudi, da je zamik na robu plosˇcˇe neodvisen od nivoja zunanje obtezˇbe
in znasˇa ∆1 = 0.45 mm ter je manjsˇi od zamika pri dosezˇeni trdnosti stika ∆I = 1.0 mm ter vecˇji
od zamika pri meji elasticˇnosti ∆0 = 0.1 mm. Tudi strizˇna komponenta kontaktne linijske obtezˇbe
p1t,p je neodvisna od nivoja zunanje obtezˇbe. Njena vrednost na robu znasˇa p
1
t,p = 1.55 kN/cm. Z
racˇunsko analizo smo ugotovili, da sta pri sili PA = 0 kN tako zamik kot strizˇna komponenta kon-
taktnega napetostnega vektorja izven obmocˇja sidranja enaka nicˇ, medtem ko za ostale nivoje zunanje
obtezˇbe PB, PC in PD to ne velja. V teh primerih se zamiki in strizˇne komponente kontaktnega napetost-
nega vektorja pojavijo tudi izven obmocˇja sidranja. Na sredini prednapete betonske plosˇcˇe pa sta ∆1 in
p1t,p za vse obravnavane nivoje zunanje obtezˇbe enaka nicˇ.
Slika 2.15: Spreminjanje: (a) zamika ∆1 in (b) strizˇne komponente kontaktnega napetostnega vektorja
p1t,p vzdolzˇ stika med betonom in prednapetim kablom za sˇtiri nivoje zunanje obtezˇbe.
Figure 2.15: Distribution of: (a) slip∆1 and (b) tangential component of bond stress vector p1t,p between
concrete and prestressing tendon for four different load levels.
2.3.2.3 Vpliv togosti stika na obnasˇanje prednapete votle plosˇcˇe
V nadaljevanju za vse sˇtiri izbrane nivoje obtezˇbe (PA, PB, PC in PD) analiziramo sˇe vpliv zacˇetne
togosti stika na napetostno in deformacijsko stanje prednapete betonske plosˇcˇe. Analizo prikazˇemo za
zacˇetne togosti: θ0 = ∞ (absolutno togi stik), θ0 = 500, θ0 = 50, θ0 = 25, θ0 = 15 in θ0 = 10
kN/cm3 (zelo podajen stik). Vrednosti zamikov ∆0 in ∆I v konstitucijskem zakonu stika pri tem ne
spreminjamo, vrednosti znacˇilnih materialnih parametrov v obmocˇju mehcˇanja stika pa izberemo na
podlagi stabilizacije numericˇnega postopka. Vrednosti sta: ∆II = 0.25 cm in ∆III = 1.0 cm.
Na sliki 2.16 prikazˇemo vpliv zacˇetne togosti stika med betonom in prednapetimi kabli na potek obtezˇno-
deformacijske krivulje za pomik na sredini plosˇcˇe wIII. Rezultate racˇuna za mejno nosilnost Pmej in
pripadajocˇi precˇni pomik na sredini plosˇcˇe wmej prikazujemo tudi v preglednici 2.2. S pomocˇjo slike
2.16 ugotovimo, da je oblika obtezˇno-deformacijske krivulje prakticˇno neodvisna od izbrane zacˇetne
togosti stika. To je najverjetneje posledica relativno majhnih zamikov na stiku. Popolnoma drugacˇen pa
je vpliv zacˇetne togosti stika θ0 na velikost mejne nosilnosti plosˇcˇe Pmej ter pripadajocˇega pomika na
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sredini plosˇcˇe wmej (slika 2.16 in preglednica 2.2). Pri plosˇcˇah z zelo togimi stiki sta mejni vrednosti
Pmej in wmej najvecˇji, pri plosˇcˇah s podajnimi stiki pa se mejne nosilnosti plosˇcˇ Pmej in pripadajocˇi
pomiki wmej zmanjsˇujejo.
Slika 2.16: Vpliv zacˇetne togosti stika na potek obtezˇno-deformacijske krivulje.
Figure 2.16: Influence of initial slip modulus on distribution of load-displacement curve.
Preglednica 2.2: Vpliv zacˇetne togosti stika na mejno nosilnost in pripadajocˇi pomik.
Table 2.2: Influence of initial slip modulus on bearing capacity and appurtenant deflection.
θ0 =∞ θ0 = 500 θ0 = 50 θ0 = 25 θ0 = 15 θ0 = 10
[kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3]
Pmej [kN] 56.94 55.99 55.99 55.97 31.52 4.74
wmej [cm] 38.31 32.65 32.64 32.64 11.38 0.34
V okviru tega racˇunskega primera prikazˇemo tudi vpliv zacˇetne togosti stika θ0 na potek nekaterih
ravnotezˇnih in kinematicˇnih kolicˇin v obravnavani prednapeti votli betonski plosˇcˇi. Rezultate zopet
prikazujemo za vse sˇtiri izbrane nivoje zunanje obtezˇbe PA, PB, PC in PD. Zaradi simetrije plosˇcˇe in
obtezˇbe rezultate prikazujemo le za polovico plosˇcˇe (0 ≤ x/L ≤ 0.5). Ker v precˇnem prerezu plosˇcˇe
velja ravnotezˇje sil Nc +
∑np
k=1N kp = 0, v nadaljevanju prikazujemo le osno silo v prednapetem kablu
N 1p , osne sile v betonskem delu plosˇcˇe pa ne (slika 2.17). Potek osne sile v kablu je vzdolzˇ referencˇne
osi zaradi simetrije plosˇcˇe in obtezˇbe simetricˇen. Opazimo, da ima zacˇetna togost stika ne glede na nivo
zunanje obtezˇbe pomemben vpliv na potek osne sile v kablu N 1p . V skladu s pricˇakovanji opazimo pri
vseh nivojih zunanje obtezˇbe padec napenjalnih sil v blizˇini robov plosˇcˇe. Padec osne sile v kablu je
tem vecˇji, cˇim bolj podajen je stik med betonom in kablom. Pri vseh nivojih zunanje obtezˇbe se s pada-
njem zacˇetne togosti stika povecˇuje obmocˇje vnosa napenjalne sile v betonski del plosˇcˇe. Pri osnovnem
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nivoju obtezˇbe PA = 0 kN je pri plosˇcˇi z absolutno togim stikom vrednost osne sile v kablu konstantna
N 1p = 39.21 kN, vendar zaradi deformiranja plosˇcˇe manjsˇa od zacˇetne napenjalne sileN 1p,0 = 41.54 kN.
Slika 2.17: Vpliv nivoja zunanje obtezˇbe in zacˇetne togosti stika na potek osne sile v prednapetem kablu
N 1p .
Figure 2.17: Distribution of axial force in prestressing tendon N 1p for different load levels and different
initial slip modulus.
V nadaljevanju na sliki 2.18 prikazˇemo vpliv zacˇetne togosti stika na potek zamikov ∆1 med betonom
in prednapetimi kabli za vse sˇtiri izbrane nivoje zunanje obtezˇbe PA, PB, PC in PD. Potek zamikov je
antisimetricˇen glede na sredino plosˇcˇe. Pricˇakovano so zamiki najvecˇji ob robovih plosˇcˇe, t.j. v obmocˇju
sidranja oziroma vnosa napenjalne sile v betonski del plosˇcˇe. Ugotovimo, da so pri plosˇcˇah z isto zacˇetno
togostjo stika zamiki na robu plosˇcˇe neodvisni od nivoja zunanje obtezˇbe. V primeru plosˇcˇ z zelo togimi
stiki med betonom in prednapetimi kabli (θ0 = 500, θ0 = ∞ kN/cm3) pa na stiku ni zamikov oziroma
so zanemarljivo majhni.
Na sliki 2.19 primerjamo za razlicˇne zacˇetne togosti stika potek strizˇne komponente kontaktnega napetost-
nega vektorja p1t,p vzdolzˇ stika med betonom in prednapetim kablom pri vseh sˇtirih izbranih nivojih zu-
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Slika 2.18: Vpliv nivoja zunanje obtezˇbe in zacˇetne togosti stika na potek zamikov∆1 vzdolzˇ stika med
betonom in prednapetim kablom.
Figure 2.18: Distribution of slip ∆1 between concrete and prestressing tendon for different load levels
and different initial slip modulus.
nanje obtezˇbe PA, PB, PC in PD. Potek p1t,p je antisimetricˇen. Za obtezˇbo PA = 0 kN so pri plosˇcˇah
z zelo togim stikom (θ0 = 500 kN/cm
3) zamiki, ki se pojavijo le na majhnem obmocˇju v blizˇini roba
plosˇcˇe majhni, obratno pa so vrednosti strizˇne komponente kontaktnega napetostnega vektorja velike.
Na robu plosˇcˇe je p1t,p = 13.24 kN/cm. Pri plosˇcˇah z zelo podajnim stikom (θ0 = 10 kN/cm
3) so
zamiki ob robovih plosˇcˇe bistveno vecˇji. Posledicˇno so vrednosti za p1t,p zelo majhne, na robu plosˇcˇe le
p1t,p = 0.03 kN/cm. Ta vrednost pa seveda ne predstavlja ekstremne vrednosti p
1
t,p. Kot vidimo na sliki
2.19, ta nastopi pri x ≈ 0.15L. To je posledica mehcˇanja stika, saj so zamiki na stiku presegli zamik
pri trdnosti stika ∆I = 0.1 cm. Pri ostalih nivojih zunanje obtezˇbe PB, PC in PD so razmere podobne.
Ugotovimo tudi, da je pri plosˇcˇah z istimi zacˇetnimi togostmi stika potek strizˇne komponente kontakt-
nega napetostnega na robovih plosˇcˇ neodvisen od nivoja zunanje obtezˇbe. Rezultati analize za vse sˇtiri
izbrane nivoje zunanje obtezˇbe so zbrani tudi v preglednici 2.3.
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Slika 2.19: Vpliv nivoja zunanje obtezˇbe in zacˇetne togosti stika na potek strizˇne komponente kontakt-
nega napetostnega vektorja p1t,p vzdolzˇ stika med betonom in prednapetim kablom.
Figure 2.19: Distribution of tangential component of bond stress vector p1t,p between concrete and pre-
stressing tendon for different load levels and different initial slip modulus.
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Preglednica 2.3: Vpliv zacˇetne togosti stika na znacˇilne kinematicˇne in ravnotezˇne kolicˇine prednapete
votle plosˇcˇe.
Table 2.3: Influence of initial slip modulus on characteristic kinematic and equilibrium quantities of
hollow core slab.
θ0 =∞ θ0 = 500 θ0 = 50 θ0 = 25 θ0 = 15 θ0 = 10
[kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3] [kN/cm3]
PA = 0 kN
N 1p,III [kN] 40.10 40.11 40.11 40.10 40.10 40.10
∆1I [mm] 0 0.09 0.45 0.82 1.34
∗ 3.65∗
p1t,p,I [kN/cm] 0 13.24 1.55 0.80 0.39 0.03
PB = 19.15 kN
N 1p,III [kN] 50.53 50.41 49.97 49.97 50.42 ×
∆1I [mm] 0 0.09 0.45 0.83 1.37
∗ ×
p1t,p,I [kN/cm] 0 13.25 1.55 0.80 0.38 ×
PC = 37 kN
N 1p,III [kN] 80.61 80.28 80.19 80.21 × ×
∆1I [mm] 0 0.09 0.45 0.84 × ×
p1t,p,I [kN/cm] 0 13.25 1.55 0.80 × ×
PD = 55.99 kN
N 1p,III [kN] 113.69 112.38 112.30 111.27 × ×
∆1I [mm] 0 0.09 0.45 0.86 × ×
p1t,p,I [kN/cm] 0 13.22 1.55 0.80 × ×
∗ zamik je vecˇji od zamika pri trdnosti stika ∆I = 1mm
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3 VPLIV POZˇARA NA OBNASˇANJE
PREDNAPETIH BETONSKIH LINIJSKIH
KONSTRUKCIJ
V tem poglavju predstavimo matematicˇni model in racˇunski postopek za nelinearno analizo prednapetih
betonskih linijskih konstrukcij ob socˇasnem delovanju mehanske in temperaturne obtezˇbe. Pri izpeljavi
matematicˇnega modela uposˇtevamo zamike med betonom in jeklom za prednapenjanje. Lusˇcˇenje be-
tona v modelu zanemarimo, zato je predstavljeni matematicˇni model in racˇunski postopek dvofazen. V
prvi fazi na podlagi pozˇarnih krivulj dolocˇimo cˇasovno in krajevno razporeditev temperature in vlage v
prednapetem betonskem nosilcu. Pri tem povezan problem vlage in temperature v kapilarno poroznih
materialih modeliramo s parcialnima diferencialnima enacˇbama Luikovima ob ustreznih zacˇetnih in rob-
nih pogojih. Enacˇbi resˇimo z diferencˇno metodo. Dobljeni rezultati prve faze predstavljajo vhodne
podatke za drugo fazo racˇunskega postopka, kjer na Reissnerjevem modelu nosilca dolocˇimo napetostno
in deformacijsko stanje prednapetih betonskih linijskih konstrukcij ob socˇasnem delovanju mehanske in
pozˇarne obtezˇbe. Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe matematicˇnega modela resˇimo z novimi deformacijski-
mi koncˇnimi elementi.
3.1 Temperaturno-vlazˇnostna analiza prednapetih betonskih linijskih kon-
strukcij
Vhodni podatek temperaturno-vlazˇnostne analize prednapetih betonskih konstrukcij predstavlja poraz-
delitev temperature in vlage po pozˇarnem prostoru. Med pozˇarom je spreminjanje temperature in vlage v
cˇasu in prostoru zelo zahteven in nepredvidljiv proces, zato ga lahko le priblizˇno racˇunsko predvidimo. V
grobem razvoj pozˇara opisˇemo s tremi znacˇilnimi fazami in sicer z zacˇetno fazo, fazo razvitega pozˇara in
fazo ohlajevanja. Zahtevnim matematicˇnim postopkom za dolocˇitev cˇasovnega spreminjanja temperature
v pozˇarnem prostoru se izognemo z uporabo t.i. pozˇarnih krivulj, pri katerih je cˇasovni razvoj tempera-
ture pozˇarnega prostora predpisan z vnaprej dolocˇenim zakonom. V splosˇnem se te krivulje dolocˇajo z
eksperimenti. V okviru razlicˇnih zdruzˇenj (American Society for Testing and Materials, 1976; Standard
ISO, 1999; Eurocode 1, 1995) so pozˇarne krivulje podane z eksplicitno definirano zvezo med temperatu-
ro in cˇasom. Pozˇarne krivulje v splosˇnem delimo v dve skupini. V prvo skupino krivulj lahko uvrstimo
tiste, kjer temperatura pozˇarnega prostora ves cˇas narasˇcˇa (ASTM E119, ISO 834), v drugo skupino pa
tiste pozˇarne krivulje, ki opisˇejo tudi fazo ohlajevanja (SDHI-M, LDMI-M) (slika 3.1). Te standardi-
zirane pozˇarne krivulje se uporabljajo predvsem pri eksperimentalnem preverjanju pozˇarne odpornosti
funkcionalnih in nosilnih elementov gradbenih konstrukcij.
Najosnovnejsˇi modeli za dolocˇitev temperaturnega polja v konstrukciji uposˇtevajo le prenos toplote po
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trdi snovi, ki poteka s kondukcijo (Bratina, 2003). Obstajajo tudi matematicˇni modeli, kjer avtorji locˇeno
obravnavajo prenos toplote in vlage skozi porozen material. V literaturi zasledimo vrsto eksperimental-
nih raziskav, ki dokazujejo pomemben vpliv vlage na cˇasovno in krajevno razporeditev temperature v
konstrukciji, zato je v matematicˇnih modelih za dolocˇitev temperaturnega polja v konstrukciji smiselno
uposˇtevati povezan prenos toplote in vlage skozi kapilarno porozen material kakrsˇen je beton. Dokazano
je, da taka povezana analiza prenosa toplote in vlage v konstrukciji pripelje do realnejsˇih resˇitev.
Slika 3.1: Pozˇarne krivulje.
Figure 3.1: Fire curves.
Povezan prenos toplote in vlage v kapilarno poroznih materialih je med prvimi raziskoval beloruski
znanstvenik Luikov, po katerem se enacˇbe takega modela tudi imenujejo. Ugotovil je, da je prenos
vlage in temperature posledica gradienta vlazˇnosti, temperature in pornega tlaka. Matematicˇni model
povezanega prenosa toplote in vlage, opisan s sistemom nelinearnih parcialnih diferencialnih enacˇb, je
predstavil leta 1966. Kasneje sta tudi Bazˇant in Kaplan (1996) predstavila matematicˇni model povezanega
prenosa toplote in vlage, ki je nekoliko razsˇirjen Luikov model. Na podlagi eksperimentalnih rezultatov
sta na osnovi Fick-ovega, Soret-ovega, Fourier-jevega, Doufour-jevega in Darcy-jevega zakona izpeljala
sistem povezanih parcialnih diferencialnih enacˇb za povezan problem prenosa toplote in vlage v kapi-
larno poroznih materialih. Zelo podoben Luikovemu je tudi t.i. Whitakerjev model (Whitaker, 1977).
Tako formuliran matematicˇni problem povezanega prenosa toplote in vlage je bilo potrebno resˇiti. Da je
analiticˇna resˇitev sploh mogocˇa, sta Luikov (1966, 1975) ter Luikov in Mikhailov (1966) predlagala, da
se za analizo povezanega prenosa toplote in vlage uporablja konstantne koeficiente prevodnosti znotraj
posameznega cˇasovnega koraka. S tem postane problem odsekoma linearen in resˇitev nelinearnega siste-
ma enacˇb predstavlja resˇitev linearnih sistemov s konstantnimi koeficienti. Luikov in Mikhailov (1966)
sta s pomocˇjo Laplaceove transformacije podala analiticˇne resˇitve za preproste plosˇcˇe, cilindre in sfere.
Lobo in sodelavci (1987) so v nadaljevanju ugotovili, da vse te resˇitve Luikovih enacˇb ne uposˇtevajo
mozˇnosti obstoja kompleksnih lastnih vrednosti, kar vodi do vprasˇljivih in nezanesljivih resˇitev. Ta pro-
blem sta kasneje resˇila Liu in Cheng (1991). Sˇe splosˇnejsˇe analiticˇne resˇitve Luikovih enacˇb so v zadnjem
cˇasu predstavili Pandey in sodelaci (1999b) ter Chang in Weng (2000).
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Analiticˇno resˇevanje Luikovih enacˇb ima predvsem akademski pomen. Za prakticˇne primere prenosa
temperature in vlage v kapilarno poroznih materialih analiticˇnih resˇitev ne poznamo. Zato moramo
Luikove enacˇbe resˇiti numericˇno. Pogosto uporabljene numericˇne metode so na primer diferencˇna
metoda, metoda koncˇnih elementov, metoda robnih elementov, itd. Diferencˇno metodo je za resˇitev
Luikovih enacˇb uporabil Gams (2003). Primerjava med numericˇnimi rezultati Gamsa in analiticˇnimi
resˇitvami Changa in Wenga (2000) je pokazala dobro ujemanje. Thomas in sodelavci (1980) so neli-
nearne Luikove enacˇbe resˇevali z metodo koncˇnih elementov. Sˇelihova in sodelavci (1994) so analizirali
povezan prenos toplote in vlage skozi betonske stene, izpostavljene dvema tipoma pozˇarnih krivulj,
ASTM E119 in SDHI. Na podlagi Whitaker-jevega matematicˇnega modela za prenos toplote in vlage
(Whitaker, 1977) so sistem parcialnih diferencialnih enacˇb resˇevali z uporabo numericˇnih postopkov.
Ahmed in Hurst (1999) sta na podoben nacˇin analizirala povezan prenos toplote in vlage pri betonskih
stebrih, izpostavljenih pozˇarnemu rezˇimu z oznako ASTM E119.
Cˇe zˇelimo v analizi uposˇtevati tudi lusˇcˇenje betona, so prej opisani modeli prenosa vlage in tempera-
ture v kapilarno poroznih materialih sˇe vedno premalo splosˇni. To v veliki meri odpravijo modeli, ki
dodatno uposˇtevajo tudi vpliv prenosa vode in vodne pare znotraj betonske konstrukcije. Taksˇne kom-
pleksne modele so predstavili Ahmed in Hurst (1999), Budaiwi, Diasty in Abdou (1999), Chung in
Consolazio (2005), Dal Pont in Ehrlacher (2004), Gawin, Pesavento in Schrefler (2003), Ichikawa in
England (2004), Tenchev, Li in Purkiss (2001), Tenchev in Purnell (2005). Proces prenosa vode in vodne
pare zaradi temperaturnih vplivov v poroznih materialih je zelo kompleksen in kot tak vkljucˇuje vrsto
med seboj povezanih pojavov. Tenchev in Purnell (2005) predlagata, da lahko strukturo betona po pro-
cesu hidratacije cementa razdelimo v tri dele. Cementno pasto in agregat uvrstimo v prvi del. Drugi del
zavzemata kemicˇno vezana voda v gelskih porah in prosta voda v kapilarnih porah. Tretji del strukture
pa predstavljajo z zrakom zapolnjene kapilarne pore. Tako se v kapilarnih porah betona nahajata voda
in zrak. Po dolgotrajni izpostavljenosti betona povisˇanim temperaturam pride tudi do uparjanja vode. Ta
lahko potuje po konstrukciji v smeri proti zunanji povrsˇini, ki je izpostavljena povisˇanim temperaturam,
ali pa v notranjost. Tu se lahko vodna para zaradi nizˇjih temperatur ponovno utekocˇini. Vse te pojave
pa spremlja povisˇanje pornih tlakov. Dodaten pojav v betonu pri povisˇanih temperaturah je sprosˇcˇanje
kemijsko vezane vode v gelskih porah in njeno uparjanje. Enacˇbe teh zahtevnejsˇih matematicˇnih mo-
delov sestavlja sistem treh povezanih parcialnih diferencialnih enacˇb. Resˇitve taksˇnega sistema enacˇb
so dolocˇljive ob uposˇtevanju ustreznih zacˇetnih in robnih pogojev. Posamezni koeficienti v enacˇbah, kot
so npr. koeficient toplotne prehodnosti, specificˇna toplota in podobno so odvisni od vlage in tempera-
ture. Zaradi zahtevnosti tudi te enacˇbe resˇimo numericˇno, najpogosteje z metodo koncˇnih elementov. V
zadnjem cˇasu pa se za modeliranje lusˇcˇenja betona v predorih povezano obravnava ne samo prenos tem-
perature, vode in pare, temvecˇ tudi deformiranje betonske konstrukcije med pozˇarom (Gawin, Pesavento
in Schrefler, 2003).
Ker se v disertaciji ukvarjamo z analizo odziva standardnih prednapetih betonskih konstrukcij na socˇasen
vpliv mehanske in pozˇarne obtezˇbe, ki praviloma niso izpostavljene pojavu lusˇcˇenja betona, lahko dolo-
cˇimo cˇasovno razporeditev vlage in temperature v konstrukciji z Luikovim matematicˇnim modelom. Ta
model je za dolocˇitev temperature in vlage v lesenih konstrukcijah med pozˇarom uporabil v svoji diser-
taciji tudi Schnabl (2007). Zato v disertaciji za dolocˇitev vlage in temperature v prednapetih betonskih
konstrukcijah med pozˇarom ustrezno modificiramo Schnablov matematicˇni model.
3.1.1 Osnovne enacˇbe prevajanja toplote in vlage
Osnovne enacˇbe povezanega prenosa toplote in vlage v kapilarno poroznih materialih, ki jih je predstavil
Luikov (1966), sestavljata dve povezani nelinearni parcialni diferencialni enacˇbi. Enacˇbi sta izpeljani
z uporabo zakona o ohranitvi energije in mase infinitezimalno majhnega obmocˇja snovi. Prva enacˇba
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predstavlja prevajanje toplote v kapilarno poroznem materialu zaradi gradienta temperature (Fourijev
zakon) in gradienta vlage (Dufourjev zakon). Druga enacˇba pa predstavlja enacˇbo difuzije vlage zaradi
gradienta vlage (Fickov zakon) in gradienta temperature (Soretov zakon). Z uposˇtevanjem naslednjih
predpostavk:
• material je homogen (lahko tudi ortogonalno anizotropen),
• gravitacijske sile so veliko manjsˇe od sil v kapilarah, zato jih zanemarimo,
• parametri prevodnosti so odvisni od temperature in vlage,
• krcˇenje ter ostale mehanske spremembe betona zanemarimo,
• maso plinov oziroma hlapov zanemarimo, masni tok je sestavljen le iz toka kapljevine,
• hitrost pretoka kapljevine skozi snov zanemarimo,
• sprememba agregatnega stanja vode (izparevanje/kondenziranje) deluje kot izvor/ponor energije,
• obravnavani prednapeti betonski nosilec se nahaja v okolju s konstantnim zracˇnim tlakom,
sta enacˇbi za povezan prehod toplote in vlage v kapilarno poroznih materialih naslednji (Luikov, 1966):
∂(ρcpT )
∂t
− (ε hLV + γ)∂(ρcmw)
∂t
= div(k gradT ), (3.1)
∂(ρ cmw)
∂t
= div
(
Dm gradw +DT gradT
)
(3.2)
oziroma v komponentni obliki, za primer dvodimenzionalnega prehoda:
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V enacˇbah (3.1)–(3.4) je k simetricˇni tenzor toplotne prevodnosti, kjer sta ky in kz (W/mK) koeficienta
toplotne prevodnosti v ortogonalnih smereh y in z vzporedno s stranicami pravokotnega precˇnega pre-
reza. Podobno predstavljaDm diagonalni tenzor prevodnosti vlage, cˇlena Dmy in Dmz (kg/ms ◦M) pa
prevodnostna koeficienta vlage v smereh y in z. ρ je gostota snovi (kg/m3), cp specificˇna toplota snovi
(J/kgK), T temperatura snovi (◦C), cm specificˇna vlaga snovi (kg/kg ◦M), ε delezˇ vlage v plinastem
stanju, hLV izparilna toplota snovi (J/kg), γ toplota sorpcije in desorpcije (J/kg), w potencial vlage (◦M),
t cˇas (s). DT je diagonalni termogradientni tenzor, ki ga v primeru otrotropnega materiala izracˇunamo
kotDT = Dmδ. Tako sta pri dvodimenzionalnem prehodu toplote in vlage δy in δz (◦M/K) termogra-
dientna koeficienta snovi v smereh y in z.
Enacˇbi (3.1) in (3.3) oziroma (3.2) ter (3.4) sta zapisani za potenciala temperature in vlage. S tem so
tudi rezultati izrazˇeni s potencialoma (◦C, ◦M). Z rezultati za temperaturo smo zadovoljni, saj tem-
peraturo izrazˇamo s ◦C. Problem predstavljajo rezultati za vlazˇnost. Rezultate za vlazˇnost izrazˇamo z
vlazˇnostjo materiala V (beton), ki je definirana kot delezˇ vode glede na maso suhega materiala (kg/kg).
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Torej moramo rezultate za vlazˇnost sˇe ustrezno pretvoriti. Vlazˇnost betona V je s potencialom vlage w
povezana preko linearne zveze (Luikov, 1966)
V = cmw. (3.5)
Za resˇitev sistema enacˇb (3.1) in (3.2) oziroma (3.3) in (3.4), moramo poznati sˇe robne in zacˇetne pogoje.
Z zacˇetnimi pogoji predpisˇemo temperaturo in potencial vlage po precˇnem prerezu pri zacˇetnem cˇasu
t = 0:
T (y, z, t = 0) = T0(y, z), (3.6)
w(y, z, t = 0) = w0(y, z). (3.7)
Robni pogoji so lahko razlicˇni:
• predpisana temperatura in potencial vlage na robu,
• predpisana toplotni tok in tok vlage na povrsˇini,
• toplotni in vlazˇnostni tok sta linearno odvisna od razlike med temperaturo in vlago na robu in v
okolici (naravna ali prisiljena konvekcija),
• toplotni tok in tok vlage sta nelinearno odvisna od razlike med temperaturo in vlago na robu in v
okolici.
Podrobneje poglejmo kombinacijo zadnjih dveh robnih pogojev. Tok toplote na robu dodatno uposˇteva
vpliv latentne toplote izparevanja, medtem ko tok vlage na robu dodatno uposˇteva vpliv temperaturnega
gradienta. Robni pogoji na izpostavljenih zunanjih povrsˇinah izenacˇujejo toplotni pretok s prevajanjem
in pretokom vlage s pretokom, ki je posledica radiacije in konvekcije toplote oziroma konvekcijo vlage
med nosilcem in okolico. Robne pogoje za poljubne posˇevne robove zapisˇemo v obliki:
−nTkgradT = hc (T − TA) + εR σ (T 4 − T 4A) + (1− ε)hLV hm (w − wA), (3.8)
−nTDmgradw − nTDT gradT = hm (w − wA) (3.9)
oziroma v komponentni obliki
−ky ∂T
∂y
eny − kz ∂T
∂z
enz = hc (T − TA) + εRσ(T 4 − T 4A) + (1− ε)hLV hm (w − wA), (3.10)
Dmy
∂w
∂y
eny +Dmz
∂w
∂z
enz +Dmy δy
∂T
∂y
eny +Dmz δz
∂T
∂z
enz = −hm (w − wA). (3.11)
V enacˇbah (3.8)–(3.11) je n zunanja normala na mejno ploskev s smernima kosinusoma eny in enz; hc
in hm sta prestopna koeficienta toplote (W/m2K) in vlage (kg/sm2 ◦M); TA in wA sta temperatura
(◦C) in vlazˇnostni potencial (◦M) okolice (ambienta); cˇlen εR σ (T 4 − T 4A) predstavlja vpliv radiacije,
kjer je εR efektivna povrsˇinska emisivnost zunanje strani nosilca, σ pa Stephan-Boltzmannova konstanta
radiacije (σ = 5.671× 10−8 W/m2K4).
Cˇe povzamemo, smo z enacˇbama (3.1) in (3.2) matematicˇno opisali problem povezanega prehoda toplote
in vlage v prednapeti betonski konstrukciji, ki je izpostavljena pozˇaru. Osnovni neznanki problema T in
w dolocˇimo z uposˇtevanjem ustreznih zacˇetnih in robnih pogojev (3.8) in (3.9).
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3.1.2 Diferencˇna metoda
Lastnosti in uporabo diferencˇne metode v resˇevanju problemov prehoda toplote in vlage je v svojih
knjigah natancˇno opisal O¨zisik (1985, 1994). Osnovna ideja diferencˇne metode je, da dane diferen-
cialne enacˇbe nadomestimo z ustreznimi algebrajskimi enacˇbami. S tem namenom namesto odvodov
uporabimo koncˇne diference tocˇkovnih vrednosti iskanih funkcij. Tako resˇitve predstavljajo tocˇkovne
vrednosti v naprej izbranih tocˇkah diferencˇne mrezˇe. Gostota diferencˇne mrezˇe je odvisna od zahtevane
natancˇnosti resˇitve.
Ena od mozˇnosti izpeljave diferencˇnih enacˇb problema je uvedba t.i. oblikovnih funkcij. To so funkcije,
s katerimi vrednosti iz diskretnih tocˇk prevedemo na celotno definicijsko obmocˇje problema. Ker so obli-
kovne funkcije le priblizˇki dejanskih funkcij, je pravilna izbira oblikovnih funkcij bistvena za natancˇnost
resˇitev. Izpeljavo oblikovnih funkcij pri resˇevanju povezanega prenosa toplote in vlage je v svoji diplom-
ski nalogi podrobno predstavil zˇe Gams (2003), zato se ji na tem mestu izognemo.
Uporaba diferencˇne metode je preprosta in primerna predvsem za racˇun problemov, definiranih na pra-
vokotnih obmocˇjih razlicˇnih dimenzij. Pri postopnem zgosˇcˇevanju diferencˇne mrezˇe metoda praviloma
konvergira k tocˇni resˇitvi, zato je primerna za oceno natancˇnosti in pogosto predstavlja kontrolno metodo
drugim numericˇnih metodam, pri katerih napake metode ne moremo oceniti, na primer pri metodi
koncˇnih elementov.
Omenili smo zˇe, da potek neznanih funkcij med posameznimi diskretnimi tocˇkami poisˇcˇemo s t.i. obli-
kovnimi funkcijami. Ker v enacˇbah (3.1) in (3.3) oziroma (3.2) ter (3.4) nastopajo drugi odvodi po kraju
in prvi odvodi po cˇasu, izberemo kvadratni potek temperature in potenciala vlage po precˇnem prerezu
ter linearen potek obeh kolicˇin po cˇasu. Na podlagi izbranih oblikovnih funkcij, lahko temperaturo
in potencial vlage v poljubni tocˇki zapisˇemo v odvisnosti od vrednosti v diskretnih tocˇkah diferencˇne
mrezˇe:
T (y, z, t) =
i+1∑
l=i−1
j+1∑
m=j−1
k+1∑
n=k
Tl,m,nNl,mMk, (3.12)
w(y, z, t) =
i+1∑
l=i−1
j+1∑
m=j−1
k+1∑
n=k
wl,m,nNl,mMk. (3.13)
V izrazih (3.12) in (3.13) predstavljata Tl,m,n in wl,m,n tocˇkovne (vozlisˇcˇne) vrednosti temperature in
tocˇkovne (vozlisˇcˇne) vrednosti potenciala vlage v tocˇkah diferencˇne mrezˇe, Nl,m inMk pa predstavljata
krajevne in cˇasovne oblikovne funkcije. V tem primeru z indeksoma “i” in “j” oznacˇimo koordinati y in
z, z indeksom “k” pa cˇas. Diferencˇno mrezˇo z danimi koordinatami prikazujemo na sliki 3.2.
Z uposˇtevanjem odvodov oblikovnih funkcij in brezdimenzijskih koordinat (Gams, 2003) aproksimirane
izraze, ki nastopajo v enacˇbah (3.1) in (3.3) oziroma (3.2) ter (3.4), zapisˇemo v razviti obliki z izrazi:
T = (1− tb)Ti,j,k + tbTi,j,k+1, (3.14)
∂T
∂y
=
(1− tb)
2∆y
(Ti+1,j,k − Ti−1,j,k) + tb2∆y (Ti+1,j,k+1 − Ti−1,j,k+1), (3.15)
∂T
∂z
=
(1− tb)
2∆z
(Ti+1,j,k − Ti−1,j,k) + tb2∆z (Ti+1,j,k+1 − Ti−1,j,k+1), (3.16)
∂2T
∂y2
=
(1− tb)
∆y2
(Ti+1,j,k − 2Ti,j,k + Ti−1,j,k) + tb∆y2 (Ti−1,j,k+1 − 2Ti,j,k+1 + Ti−1,j,k+1), (3.17)
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Slika 3.2: Oznake temperatur v tocˇkah diferencˇne mrezˇe pri dveh razlicˇnih cˇasih.
Figure 3.2: Finite difference points at two different times.
∂2T
∂z2
=
(1− tb)
∆z2
(Ti,j+1,k − 2Ti,j,k + Ti,j−1,k) + tb∆z2 (Ti,j+1,k+1 − 2Ti,j,k+1 + Ti,j−1,k+1), (3.18)
w = (1− tb)wi,j,k + tbwi,j,k+1, (3.19)
∂w
∂y
=
(1− tb)
2∆y
(wi+1,j,k − wi−1,j,k) + tb2∆y (wi+1,j,k+1 − wi−1,j,k+1), (3.20)
∂w
∂z
=
(1− tb)
2∆z
(wi+1,j,k − wi−1,j,k) + tb2∆z (wi+1,j,k+1 − wi−1,j,k+1), (3.21)
∂2w
∂y2
=
(1− tb)
∆y2
(wi+1,j,k − 2wi,j,k + wi−1,j,k) + tb∆y2 (wi−1,j,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi−1,j,k+1), (3.22)
∂2w
∂z2
=
(1− tb)
∆z2
(wi,j+1,k − 2wi,j,k + wi,j−1,k) + tb∆z2 (wi,j+1,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi,j−1,k+1), (3.23)
ρ = (1− tb)ρi,j,k + tbρi,j,k+1, (3.24)
∂ky
∂y
=
(1− tb)
2∆y
(
(ky)i+1,j,k − (ky)i−1,j,k
)
+
tb
2∆y
(
(ky)i+1,j,k+1 − (ky)i−1,j,k+1
)
, (3.25)
itd.
Ko izraze (3.14)–(3.25) vstavimo v (3.1) in (3.3) oziroma (3.2) ter (3.4), dobimo enacˇbe za notranje (ne-
robne) tocˇke diferencˇne mrezˇe precˇnega prereza (slika 3.3). Diferencialne enacˇbe za tocˇke na robu in v
vogalih izpeljemo z uporabo t.i. nesimetricˇnih ali simetricˇnih formul (Gams, 2003). Postopek racˇunanja
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je praviloma bolj ucˇinkovit, cˇe pri zapisu enacˇb uporabljamo le sredisˇcˇne interpolacije. Sredisˇcˇna inter-
polacija zahteva vpeljavo pomozˇnih vozlisˇcˇ z namisˇljenimi vrednostmi temperature in potenciala vlage,
ki se nahajajo okrog prereza. Posledicˇno pomeni to vpeljavo dodatnih neznank, za kar potrebujemo do-
datne enacˇbe. Dodatne enacˇbe dobimo, cˇe enacˇbe za notranje tocˇke zapisˇemo sˇe v robnih tocˇkah (slika
3.3).
Slika 3.3: Oznake vozlisˇcˇ izbrane diferencˇne mrezˇe glede na lego v prerezu.
Figure 3.3: Finite difference points and their position in the cross-section.
V izrazih (3.14)–(3.25) smo vpeljali brezdimenzijski cˇas 0 ≤ tb ≤ 1 kot prosti parameter. Da bi
diskretiziran sistem enacˇb povezanega prenosa toplote in vlage lahko resˇili, moramo izbrati vrednost
parametra tb. Cˇe izberemo tb = 0, imenujemo diferencˇno metodo cˇista eksplicitna ali Eulerjeva metoda,
cˇe je tb = 0.5, jo imenujemo Cranc-Nicholsonova metoda, cˇe je tb = 0.67, jo imenujemo Galerkinova
metoda in cˇe je tb = 1, imenujemo diferencˇno metodo cˇista implicitna metoda.
Izbira parametra tb nam pove, pri katerem cˇasu zadostimo diferencialnim enacˇbam. Pri tem pomeni
tb = 0 zacˇetek cˇasovnega koraka, tb = 1 pa njegov konec. Razlicˇne izbire parametra tb dajejo razlicˇno
natancˇne resˇitve. Cˇe izberemo tb na intervalu 0 ≤ tb ≤ 0.5, postane sicer stabilna diferencˇna metoda
pogojno stabilna. Ker moramo v tem primeru zadostiti dodatni kriterij o dovoljeni dolzˇini cˇasovnega
koraka ∆t, se takim izbiram tb raje izognemo.
Pri nelinearnih problemih v splosˇem isˇcˇemo resˇitve z raznimi iteracijskimi metodami. Za uspesˇno ite-
rativno resˇevanje pa sta pomembna tako izbira zacˇetnega priblizˇka kot izbira iteracijske metode. Na
voljo je kar nekaj iteracijskih metod, npr. navadna oz. Jacobijeva iteracija, Newtonova metoda, kvazi-
Newtonove metode, variacijske metode, itd. Neodvisno od izbire iteracijske metode je togostna ma-
trika obicˇajno odvisna od temperature in potenciala vlage. Poleg tega je togostna matrika pogosto tudi
pasovna. Uposˇtevanje algoritmov za resˇevanje pasovnih matrik lahko v takem primeru zelo izboljsˇa
natancˇnost resˇitev in hitrost konvergence (Schnabl, 2007).
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3.2 Dolocˇitev napetostnega in deformacijskega stanja v prednapetem be-
tonskem nosilcu med pozˇarom
Drugo fazo predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih be-
tonskih linijskih konstrukcij med pozˇarom predstavlja dolocˇitev napetostnega in deformacijskega stanja
v nosilcu ob socˇasnem delovanju mehanske in pozˇarne obtezˇbe. S tem namenom razsˇirimo v prejsˇnjem
poglavju predstavljen numericˇni model za analizo prednapetih nosilcev pri sobni temperaturi na tempe-
raturne razmere med pozˇarom. To zahteva razsˇiritev matematicˇnega modela in racˇunskega postopka. Pri
razsˇiritvi matematicˇnega modela uposˇtevamo spremenjene mehanske lastnosti betona, jekla za armiranje
in prednapenjanje ter stika med betonom in prednapetimi kabli pri povisˇanih temperaturah. Vecˇino teh
pojavov v modelu uposˇtevamo z znanim adicijskim razcepom geometrijskih deformacij prednapetega be-
tonskega linijskega nosilca (Bratina, 2003; Srpcˇicˇ, 1991). Pri razsˇiritvi racˇunskega postopka pa moramo
uposˇtevati, da je pozˇar cˇasovni pojav. Vse te razsˇiritve predstavimo v nadaljevanju.
3.2.1 Adicijski razcep geometrijske deformacije
Kot smo zˇe povedali, predstavlja osnovno razsˇiritev matematicˇnega modela za analizo prednapetih nosil-
cev med pozˇarom ustrezno uposˇtevanje spremenjenih mehanskih lastnosti betona, jekla za armiranje in
prednapenjanje ter stika med betonom in prednapetimi kabli pri povisˇanih temperaturah. Te podrobno
opisˇemo v podpoglavju 3.3. Formalno pa vse te vplive v matematicˇnem modelu uposˇtevamo z adicijskim
razcepom prirastka geometrijske deformacije ∆ε v vsoto prirastkov mehanskih deformacij ∆εσ, tempe-
raturnih deformacij∆εth, viskoznih deformacij jekla za armiranje in prednapenjanje,∆εcr,s ter∆εcr,p in
t.i. prehodnih deformacij betona ∆εtr,c. Prispevke posameznih prirastkov deformacij zapisˇemo posebej
za betonski del nosilca, jekla za armiranje in jekla za prednapenjanje:
betonski del konstrukcije: ∆εc = ∆εσ,c +∆εth,c +∆εcr,c +∆εtr,c, (3.26)
jeklo za armiranje: ∆εs = ∆εσ,s +∆εth,s +∆εcr,s, (3.27)
jeklo za prednapenjanje: ∆εkp = ∆ε
k
σ,p +∆ε
k
th,p +∆ε
k
cr,p, (k = 1, 2, ..., np). (3.28)
Seveda so vsi ti prirastki deformacij eksplicitno ali pa implicitno odvisni od temperature. V pred-
stavljenem matematicˇnem modelu jih uposˇtevamo preko konstitucijskih kolicˇin Nc,c, Mc,c in N kc,p
(k = 1, 2, ..., np).
3.2.2 Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe prednapetega betonskega nosilca med pozˇarom
Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe predstavljenega matematicˇnega modela za analizo prednapetih beton-
skih linijskih konstrukcij med pozˇarom so formalno enake enacˇbam (2.99)–(2.113). Zaradi spreme-
njenih mehanskih lastnosti betona, jekla za armiranje in prednapenjanje ter stika med betonom in pred-
napetimi kabli pri povisˇanih temperaturah se spremenijo konstitucijske kolicˇine Nc,c, Mc,c in N kc,p
(k = 1, 2, ..., np). V posplosˇenih ravnotezˇnih enacˇbah te spremembe uposˇtevamo s pomocˇjo adicijskega
razcepa prirastka geometrijskih deformacij (enacˇbe (3.26)–(3.28)). Poleg tega pa so sedaj posplosˇene
ravnotezˇne enacˇbe za analizo prednapetih betonskih nosilcev med pozˇarom odvisne tudi od cˇasa in tem-
perature in so:
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kinematicˇne enacˇbe:
1 +
duc(xc, t)
dxc
− (1 + εc0(xc, t)) cosϕc(xc, t) = 0, (3.29)
dwc(xc, t)
dxc
+
(
1 + εc0(xc, t)
)
sinϕc(xc, t) = 0, (3.30)
dϕc(xc, t)
dxc
− κc(xc, t) = 0, (3.31)
1 +
dukp(x
k
p, t)
dxc
− (1 + εkp(xkp, t)) cosϕc(xc, t) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (3.32)
ravnotezˇne enacˇbe:
dRX,c(xc, t)
dxc
+ qX,c(xc, t) +
∑np
k=1
pkX,c(xc, t) = 0, (3.33)
dRZ,c(xc, t)
dxc
+ qZ,c(xc, t) +
∑np
k=1
pkZ,c(xc, t) = 0, (3.34)
dMc(xc, t)
dxc
− (1 + εc0(xc, t))Qc(xc, t) +mY,c(xc, t) +∑np
k=1
pkX,c(xc, t) z
k
c = 0, (3.35)
dN kp (xkp, t)
dxkp
+ pkt,p(x
k
p, t) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (3.36)
−N kp (xkp, t)
( (
1 + εkp(x
k
p, t)
)(
1 + εc0(xc, t) + zkc κc(xc, t)
) κc(xc, t))+ pkn,p(xkp, t) = 0, (k = 1, 2, ...,np),
(3.37)
konstitucijske enacˇbe:
Nc(xc, t) = Nc,c
(
xc, εc0, κc, T (y, z, t, w)
)
, (3.38)
Mc(xc, t) =Mc,c
(
xc, εc0, κc, T (y, z, t, w)
)
, (3.39)
N kc,p(xkp, t) = N kc,p
(
xkp, ε
k
p, T (y, z, t, w)
)
, (k = 1, 2, ...,np), (3.40)
vezne enacˇbe:
xc + uc(xc, t) + zkc sinϕc(xc, t) = x
∗k
p + u
k
p(x
k
p, t), (k = 1, 2, ...,np), (3.41)
∆k(xc, t) =
∫ xc
x∗kp
(
1 + εkp(x, t)
)
dx, (k = 1, 2, ...,np), (3.42)
pkt,c(xc, t) = Gkt,c
(
∆k(xc, t), pkn,c(xc, t), xc, ...
)
, (k = 1, 2, ...,np), (3.43)
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pkX,c(xc, t) = p
k
t,c(xc, t) cosϕc(xc, t)− pkn,p(xkp, t) sinϕc(xc, t), (k = 1, 2, ...,np), (3.44)
pkZ,c(xc, t) = −pkt,c(xc, t) sinϕc(xc, t)− pkn,p(xkp, t) cosϕc(xc, t), (k = 1, 2, ...,np), (3.45)
pkX,p(x
k
p, t) = −pkX,c(xc, t), (k = 1, 2, ...,np), (3.46)
pkZ,p(x
k
p, t) = −pkZ,c(xc, t), (k = 1, 2, ...,np) (3.47)
ter pripadajocˇi staticˇni in kinematicˇni robni pogoji.
xc = 0 :
− S1,c −RX,c(0) = 0 ali u1,c = uc(0), (3.48)
−S2,c −RZ,c(0) = 0 ali u2,c = wc(0), (3.49)
−S3,c −Mc(0) = 0 ali u3,c = ϕc(0), (3.50)
xc = L :
− S4,c +RX,c(L) = 0 ali u4,c = uc(L), (3.51)
−S5,c +RZ,c(L) = 0 ali u5,c = wc(L), (3.52)
−S6,c +Mc(L) = 0 ali u6,c = ϕc(L). (3.53)
V splosˇnem so lahko tudi robni pogoji odvisni od cˇasa in temperature. Podobno kot pri analizi pred-
napetih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi predstavlja zgornji sistem (7np + 8) diferencialnih
in algebrajskih enacˇb za prav toliko neznank: εc0(xc, t), κc(xc, t), εkp(x
k
p, t), RX,c(xc, t), RZ,c(xc, t),
Mc(xc, t),N kp (xkp, t), uc(xc, t),wc(xc, t), ϕc(xc, t), ukp(xkp, t), x∗kp (xc, t), pkn,p(xkp, t), pkt,c(xc, t),∆k(xc, t)
(k = 1, 2, ...,np).
3.2.3 Racˇunski postopek
Podobno kot posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe za dolocˇitev napetostnega in deformacijskega stanja pred-
napetega betonskega nosilca pri sobni temperaturi, resˇimo enacˇbe (3.29)–(3.43) z deformacijsko metodo
koncˇnih elementov. Ker je krajevna diskretizacija podobna kot pri analizi prednapetih nosilcev pri sobni
temperaturi (poglavje 2), je na tem mestu ne izpeljemo, prikazˇemo pa resˇevanje diskretnih posplosˇenih
ravnotezˇnih enacˇb (3.29)–(3.51) po cˇasu. S tem namenom celotni cˇas pozˇarne analize [0, tkon] razde-
limo na dovolj majhne cˇasovne korake oziroma inkremente [tr, tr+1]. Napetostno in deformacijsko
stanje prednapetega linijskega nosilca pri cˇasu tr+1 izracˇunamo iz znanih kinematicˇnih, deformacijskih
in ravnotezˇnih kolicˇin pri cˇasu tr in znane temperature ter obtezˇbe pri cˇasu tr+1 z Newtonovo iteracijsko
metodo. Zato take racˇunske postopke v literaturi uvrsˇcˇamo med inkrementno-iteracijske (Bratina, 2003;
Planinc, 1998). Kot kriterij za porusˇitev konstrukcije med pozˇarom izberemo singularnost tangentne
togostne matrike konstrukcije; pripadajocˇi cˇas imenujemo kriticˇni cˇas in ga oznacˇimo s tcr. Posplosˇene
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diskretne ravnotezˇne enacˇbe za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij ob socˇasnem delo-
vanju mehanske in pozˇarne obtezˇbe pri cˇasu tr+1 so (k = 1, 2, ...,np):
gn,r+1εc0 =
∫ L
0
(N r+1c,c −N r+1c )Pn dx = 0, (n = 1, 2, ...,N ), (3.54)
gn,r+1κc =
∫ L
0
(Mr+1c,c −Mr+1c )Pn dx = 0, (n = 1, 2, ...,N ), (3.55)
gn,r+1
εkp
=
∫ L
0
(
N k,r+1c,p −N k,r+1p
)
Pn dx, (n = 1, 2, ...,N ), (3.56)
gr+1RX,c = u
r+1
c (L)− ur+1c (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
r+1
c0,n) cosϕ
r+1
c
)
dx+ L = 0, (3.57)
gr+1RZ,c = w
r+1
c (L)− wr+1c (0) +
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
r+1
c0,n) sinϕ
r+1
c
)
dx = 0, (3.58)
gr+1Mc = ϕ
r+1
c (L)− ϕr+1c (0)−
∫ L
0
(∑N
n=1
Pn κ
r+1
c,n
)
dx = 0, (3.59)
gr+1N kp = u
k,r+1
p (L)− uk,r+1p (0)−
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
k,r+1
p,n ) cosϕ
r+1
c
)
dx+ L = 0, (3.60)
gr+1uc0 = −Sr+11,c −Rr+1X,bc(0) = 0, (3.61)
gr+1wc0 = −Sr+12,c −Rr+1Z,c (0) = 0, (3.62)
gr+1ϕc0 = −Sr+13,c −Mr+1c (0) = 0, (3.63)
gr+1
ukp0
= −N k,r+1p (0) = 0, (k = 1, 2, ...,np), (3.64)
gr+1ucL = −Sr+14,c +Rr+1X,c (0)−
∫ L
0
(
qr+1X,c +
∑np
k=1
pk,r+1X,c
)
dx = 0, (3.65)
gr+1wcL = −Sr+15,c +Rr+1Z,c (0)−
∫ L
0
(
qr+1Z,c +
∑np
k=1
pk,r+1Z,c
)
dx = 0, (3.66)
gr+1ϕcL = −Sr+16,c +Mr+1c (0) +
∫ L
0
(
(1 +
∑N
n=1
Pn ε
r+1
c0,n)Qr+1c −
−mr+1Y,c −
∑np
k=1
pk,r+1X,c z
k
c
)
dx = 0,
(3.67)
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gr+1
ukpL
= N k,r+1p (0)−
∫ L
0
pk,r+1t,p dx = 0, (k = 1, 2, ...,np), (3.68)
gn,r+1
x∗kp
= xr+1c,n + u
r+1
c + z
k
c sinϕ
r+1
c − x∗k,r+1p,n − uk,r+1p = 0, (n = 1, 2, ...,N ) (3.69)
gn,r+1
pkn,p
= pk,r+1n,p,n −N k,r+1p
(
1 + εk,r+1p
)
(
1 + εr+1c0 + zkc κ
r+1
c
) κr+1c = 0, (n = 1, 2, ...,N ). (3.70)
Sistem enacˇb (3.54)–(3.70) sestavljaN(3np+2)+(3np+9) enacˇb za prav toliko neznank. Med notran-
jimi prostostnimi stopnjami je neznanihN(np+2) deformacijskih vozlisˇcˇnih kolicˇin εr+1c0,n, κ
r+1
c,n in ε
k,r+1
p,n
ter (np + 3) ravnotezˇnih kolicˇin: Rr+1X,c (0), Rr+1Z,c (0),Mr+1c (0) in N k,r+1p (0). Med zunanjimi prostost-
nimi stopnjami pa je neznanih (2np+6) kinematicˇnih kolicˇin: ur+1c (0), w
r+1
c (0), ϕ
r+1
c (0), u
k,r+1
p (0),
ur+1c (L), w
r+1
c (L), ϕ
r+1
c (L) in u
k,r+1
p (L). Neznanih je sˇe dodatnih 2Nnp vozlisˇcˇnih kolicˇin x
∗k,r+1
p,n
in pk,r+1n,p,n . Funkcije Rr+1X,c (xc), Rr+1Z,c (xc),Mr+1c (xc) in N k,r+1p (xkp) v enacˇbah (3.54)–(3.70) dolocˇimo
s pomocˇjo izrazov (2.184)–(2.187). V nadaljevanju notranje prostostne stopnje koncˇnih elementov kon-
denziramo, zunanje prostostne stopnje pa zdruzˇimo v enacˇbo konstrukcije
G
(
xr+1, λr+1, T r+1, wr+1
)
= 0. (3.71)
V enacˇbi (3.71) predstavljajo: xr+1 vektor posplosˇenih pomikov oziroma vektor vozlisˇcˇnih pomikov
in zasukov koncˇnega elementa pri cˇasu tr+1; parameter λr+1 obtezˇni faktor konstrukcije pri cˇasu tr+1;
T r+1 temperaturno in wr+1 vlazˇnostno polje po konstrukciji pri cˇasu tr+1.
3.3 Mehanske in toplotne lastnosti betona, jekla za armiranje in pred-
napenjanje ter stika pri visokih temperaturah
Spreminjanje temperature v konstrukciji bistveno vpliva na mehanske in toplotne lastnosti betona, jekla
za armiranje in prednapenjanje ter stika med betonom in prednapetimi kabli. Poznavanje spreminjanja
teh lastnosti v odvisnosti od temperaturnih sprememb je bistvenega pomena za oceno obnasˇanja pred-
napetih betonskih konstrukcij, ki so izpostavljene pozˇaru. V literaturi je na voljo vrsta eksperimentalnih
podatkov o mehanskih in toplotnih lastnostih omenjenih materialov pri povisˇanih temperaturah. Te la-
stnosti na kratko opisˇemo v nadaljevanju.
3.3.1 Beton
3.3.1.1 Tlacˇna trdnost betona
Med prvimi je natancˇne eksperimentalne rezultate spreminjanja materialnih karakteristik betona v odvi-
snosti od temperature predstavil Abrams (1979). Predstavil je rezultate enoosnih tlacˇnih preiskav za
tlacˇno trdnost betonskih vzocev pri povisˇanih temperaturah, fc,T . Podobne izsledke o spreminjanju
tlacˇne trdnosti betona pri povisˇanih temperaturah podaja tudi evropski standard za beton Eurocode 2,
Part 1-2 (2003). Rezultate Abramsa (1979) ter priporocˇila Eurocode 2, Part 1-2 (2003) za spreminjanje
tlacˇne trdnosti betona pri povisˇanih temperaturah prikazujemo na slikah 3.4 in 3.5.
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Slika 3.4: Spreminjanje tlacˇne trdnosti betona s temperaturo glede na nivo tlacˇne obremenitve za: (a)
kremencˇev agregat in (b) apnencˇev agregat.
Figure 3.4: Compressive strength at elevated temperature for different strength levels for: (a) siliceous
aggregate and (b) carbonate aggregate.
Na sliki 3.4a je prikazano spreminjanje tlacˇne trdnosti v odvisnosti od temperature za betonski vzorec iz
kremencˇevega agregata, na sliki 3.4b pa za vzorec iz apnencˇevega agregata. Iz slik 3.4a in 3.4b vidimo,
da tlacˇna trdnost betonskega vzorca iz obeh vrst agregata z narasˇcˇanjem temperature pada. Padec tlacˇne
trdnosti betona iz kremencˇevega agregata je izrazitejsˇi. Najprej interpretiramo rezultate Abramsa. Pri
neobremenjenem betonskem vzorcu iz kremencˇevega agregata (σc = 0) vidimo, da ima betonski vzorec
pri temperaturi 450◦C sˇe 75 ◦/◦ tlacˇne trdnosti betona pri sobni temperaturi, fc0, pri temperaturi 550◦C
pa le sˇe 50 ◦/◦. Hiter padec tlacˇne trdnosti betona nastopi zaradi relativno velikega raztezanja silikatnih
Slika 3.5: Spreminjanje tlacˇne trdnosti betona s temperaturo glede na vrsto uporabljenega agregata.
Figure 3.5: Compressive strength at elevated temperatures for different types of aggregates.
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kamenin, ki vodi v hipno spremembo volumna. Cˇe je betonski vzorec iz kremencˇevega agregata med
pozˇarom tudi tlacˇno obremenjen (σc = 0.4fc0), ima pri temperaturi 450◦C sˇe 90 ◦/◦ tlacˇne trdnosti
betona pri sobni temperaturi, pri temperaturi 550◦C pa le sˇe 60 ◦/◦ (slika 3.4a). Zanimivo je, da je v tem
primeru tlacˇna trdnost betona do temperature 350◦C enaka tlacˇni trdnosti betona pri sobni temperaturi.
Prakticˇno enake kvalitativne ugotovitve veljajo tudi za betonske vzorce iz apnencˇevega agregata (slika
3.4b). Razlikujejo se le kvantitativni rezultati. V tem primeru ima neobremenjen betonski vzorec (σc =
0) pri temperaturi 650◦C le sˇe 75 ◦/◦ tlacˇne trdnosti betona pri sobni temperaturi, pri temperaturi 760◦C
pa le sˇe 50 ◦/◦. Cˇe je betonski vzorec med pozˇarom tudi tlacˇno obremenjen (σc = 0.4fc0), ima pri
temperaturi 650◦C sˇe 90 ◦/◦ tlacˇne trdnosti betona pri sobni temperaturi, pri temperaturi 760◦C pa le
sˇe 60 ◦/◦. Pri tlacˇno obremenjenih betonskih vzorcih je tlacˇna trdnost betona do temperature 500◦C
kar enaka tlacˇni trdnosti betona pri sobni temperaturi. Abrams (1979) je tako ugotovil, da ima tlacˇno
obremenjen betonski vzorec med pozˇarom visˇjo tlacˇno trdnost kot neobremenjen vzorec, kar nazorno
prikazuje tudi slika 3.4. Ugotovil pa je tudi, da imajo predhodno segreti in nato ohlajeni neobremenjeni
betonski vzorci najvecˇji padec tlacˇne trdnosti betona, ter da imajo betonski vzorci iz lahkega agregata
najvisˇjo tlacˇno trdnost betona pri povisˇanih temperaturah. Z enoosnimi nateznimi preizkusi valjastih
betonskih vzorcev pa je Abrams (1979) pokazal, da se z narasˇcˇanjem temperature tudi natezna trdnost
betona zmanjsˇuje.
Cˇe primerjamo spreminjanje tlacˇne trdnosti betona s temperaturo po priporocˇilih evropskega standarda
Eurocode 2, Part 1-2 (2003) z rezultati Abramsa (1979) ugotovimo, da so priporocˇila iz standardov dokaj
konzervativna. Iz slike 3.5 vidimo, da je Eurocode 2, Part 1-2 (2003) najbolj konservativen na tempera-
turnem intervalu med 500◦C in 800◦C. Skladno z evropskim standardom Eurocode 2, Part 1-2 (2003)
ima betonski vzorec iz kremencˇevega agregata pri temperaturi 450◦C le sˇe 65 ◦/◦ tlacˇne trdnosti betona
pri sobni temperaturi, pri temperaturi 550◦C pa sˇe 50 ◦/◦. Betonski vzorec iz apnencˇevega agregata pa
ima pri temperaturi 650◦C le sˇe 50 ◦/◦ tlacˇne trdnosti betona pri sobni temperaturi, pri 760◦C pa le sˇe
35 ◦/◦. Skupna znacˇilnost vseh predstavljenih rezultatov je, da se tlacˇna trdnost betona z narasˇcˇanjem
temperature zmanjsˇuje, pri tem pa se deformacije betona povecˇujejo.
3.3.1.2 Elasticˇni modul betona
Eksperimentalne rezultate in ugotovitve o spreminjanju elasticˇnega modula betona v odvisnosti od tem-
perature predstavita Abrams (1979) ter Abrams in Cruz (1961). Rezultate eksperimentov prikazujeta za
tri vrste agregata, in sicer za kremencˇev, apnencˇev ter lahki agregat (slika 3.6). Najizrazitejsˇe spremin-
janje elasticˇnega modula betona s temperaturo opazimo pri betonih iz lahkega agregata, najmanj pa pri
betonih iz apnencˇevega agregata. Opazimo tudi, da se ne glede na vrsto agregata vrednost elasticˇnega
modula z visˇanjem temperature dokaj enakomerno zmanjsˇuje. Betonski vzorec ima pri temperaturi
200◦C le sˇe 70 ◦/◦ do 80 ◦/◦ vrednosti elasticˇnega modula pri sobni temperaturi, Ec0, pri temperaturi
450◦C pa le sˇe 40 ◦/◦ do 50 ◦/◦.
3.3.1.3 Koeficient toplotnega raztezanja betona
Segrevanje oziroma ohlajevanje betona vpliva na spremembo njegovega volumna. S koeficientom to-
plotnega raztezanja betona opisˇemo raztezanje oziroma krcˇenje betona zaradi temperaturnih sprememb.
Specificˇno temperaturno deformacijo betonskega vlakna oznacˇimo z εth,c. Na sliki 3.7 prikazujemo tem-
peraturne deformacije betona, kot jih za razlicˇne vrste betona podaja Abrams (1979) oziroma Eurocode 2,
Part 1-2 (2003). Rezultati kazˇejo, da se temperaturne deformacije spreminjajo nelinearno s temperaturo,
ter da so odvisne od vrste agregata. Tako po Abramsu (1979) kot po Eurocode 2, Part 1-2 (2003) so
najizrazitejsˇe temperaturne deformacije pri betonih iz kremencˇevega agregata.
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Slika 3.6: Spreminjanje elasticˇnega modula betona s temperaturo.
Figure 3.6: Modulus of elasticity of concrete at elevated temperature.
Slika 3.7: Temperaturne deformacije betona.
Figure 3.7: Thermal elongation of concrete.
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3.3.1.4 Specificˇna toplotna kapaciteta in specificˇna vlazˇnost betona
Specificˇna toplota betona cc(J/kgK) pove, za koliko J se spremeni notranja energija enega kilograma
betona pri spremembi temperature betona za 1 K. V splosˇnem je specificˇna toplotna kapaciteta betona
odvisna od vrste agregata. Praviloma zadrzˇujejo silikatni agregati vecˇje kolicˇine toplote kot apnencˇasti.
Spreminjanje specificˇne toplote betona za beton normalne tezˇe in 0 ◦/◦ vsebnosti vlage s temperaturo
dolocˇa izraz (Eurocode 2, Part 1-2 (2003)):
cc (T ) =

900,
900 + (T − 100),
1000 + (T − 200)/2,
1100,
20◦C ≤ T ≤ 100◦C
100◦C < T ≤ 200◦C
200◦C < T ≤ 400◦C
400◦C < T ≤ 1200◦C
. (3.72)
Za betone z razlicˇno vsebnostjo vlage pa prikazujemo spreminjanje specificˇne toplote betona s tempe-
raturo na sliki 3.8. Eurocode 2, Part 1-2 (2003) predlaga, da lahko v primeru, ko pri racˇunu tempe-
raturnega polja v konstrukciji ne uposˇtevamo povezanega prenosa toplote in vlage, cc na temperaturnem
obmocˇju med 100◦C in 200◦C ustrezno povecˇamo (slika 3.8). Za lahke betone Eurocode 2, Part 1-2
(2003) podaja konstantno vrednost specificˇne toplote betona, ki je cc = 840 J/kgK.
Slika 3.8: Spreminjanje specificˇne toplote betona iz kremencˇevega agregata skladno z Eurocode 2, Part
1-2 (2003).
Figure 3.8: Specific heat of siliceous concrete, as function of temperature recommended by Eurocode 2,
Part 1-2 (2003).
Specificˇna vlazˇnost betona cm(kg/kg◦M) pove, za koliko kg se spremeni kolicˇina vode (vlage) v enem
kilogramu suhega betona pri spremembi potenciala vlage 1◦M. Eurocode 2, Part 1-2 (2003) eksplicitno
ne podaja spreminjanja specificˇne vlazˇnosti betona cm s temperaturo. Ko poznamo vlazˇnost betona
V (kg/kg) ter potencial vlage w(◦M), lahko cm dolocˇimo s pomocˇjo izraza (3.5).
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3.3.1.5 Gostota betona
Spreminjanje gostote betona ρc(kg/cm
3) s temperaturo je odvisno od kolicˇine izparele vodne pare. Za
betone obicˇajnih trdnosti znasˇa gostota pri sobni temperaturi ρc0 = 2400 kg/cm
3. Spreminjanje gostote
betona s temperaturo skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) prikazujemo na sliki 3.9, dolocˇimo pa jo z
naslednjimi izrazi:
ρc(T ) =

ρc0,
ρc0
(
1− 0.02(T − 115)/85),
ρc0
(
0.98− 0.03(T − 200)/200),
ρc0
(
0.95− 0.07(T − 400)/800),
20◦C ≤ T ≤ 115◦C
115◦C < T ≤ 200◦C
200◦C < T ≤ 400◦C
400◦C < T ≤ 1200◦C
. (3.73)
Slika 3.9: Spreminjanje gostote betona s temperaturo skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Figure 3.9: The variation of density at elevated temperature, recommended by Eurocode 2, Part 1-2
(2003).
3.3.1.6 Koeficient toplotne prevodnosti in prevodnostni koeficient vlage betona
Koeficient toplotne prevodnosti betona λc(W/mK) pove, koliko J energije se prenese skozi en meter
debelo plast betona v eni sekundi, cˇe je temperaturna razlika med krajnima tocˇkama te plasti 1 K. Eu-
rocode 2, Part 1-2 (2003) podaja za beton normalne tezˇe dva izraza za spreminjanje koeficienta toplotne
prevodnosti betona s temperaturo. Za zgornjo mejo ga dolocˇa izraz:
λc(T ) = 2.0− 0.2451(T/100) + 0.0107(T/100)2, 20◦C < T ≤ 1200◦C (3.74)
za spodnjo mejo pa:
λc (T ) = 1.36− 0.136(T/100) + 0.0057(T/100)2, 20◦C ≤ T ≤ 1200◦C. (3.75)
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Purkiss (1996) podaja izraz za spreminjanje koeficienta toplotne prevodnosti s temperaturo za lahke
betone:
λc (T ) =
{
1.0− (T/1600),
0.5,
20◦C ≤ T ≤ 800◦C
800◦C < T . (3.76)
Izraze (3.74)–(3.76) prikazujemo na sliki 3.10. Na sliki so prikazani tudi rezultati meritev toplotne
prevodnosti betona, ki jih je opravil Anderberg (1976). Iz slike 3.10 vidimo, da se toplotna prevodnost
betona pri narasˇcˇanju temperature zmanjsˇuje.
Slika 3.10: Toplotna prevodnost betona kot funkcija temperature.
Figure 3.10: Thermal conductivity of concrete as function of temperature.
Prevodnostni koeficient vlage Dm(kg/ms ◦M) pove, koliko kg vode se preide skozi en meter debelo
plast betona v eni sekundi, cˇe je razlika v vlazˇnostnih potencialih v teh dveh tocˇkah 1◦M. Znano je,
da je difuzivnost betona z obicˇajno gostoto Dc = 7.4 · 10−8 m2/s. Prevodnostni koeficient vlage Dm
dolocˇimo z izrazom
Dm = Dc ρc cm. (3.77)
3.3.1.7 Konstitucijski zakon betona pri povisˇanih temperaturah
Zvezo med mehansko deformacijo betonskega vlakna εσ,c in normalno napetostjo σc opisˇemo s konsti-
tucijskim zakonom betona pri povisˇani temperaturi. Formalno ga zapisˇemo v obliki
σc = Fc (εσ,c) . (3.78)
Pri tem je Fc poljubna funkcija, ki jo dolocˇimo s preizkusi. Li in Purkiss (2005) v svojem prispevku
podajata sˇtevilne konstitucijske zakone betona pri povisˇani temperaturi (Anderberg in Thelanderssonov
konstitucijski zakon betona, Schneiderjev konstitucijski zakon betona, Diederichsev konstitucijski zakon
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betona). V okviru disertacije uporabimo zakon, ki ga priporocˇa evropski standard Eurocode 2, Part 1-2
(2003) in je podan z enacˇbo:
σc
(
εσ,c, fc,T , εc1,T , εcu1,T
)
=

0, εσ,c > 0
−fc,T 3εσ,c
εc1,T
(
2 +
(
εσ,c
εc1,T
)3) , εcu1,T ≤ εσ,c ≤ 0
0, εσ,c < εcu1,T
. (3.79)
Materialni parametri v enacˇbi (3.79) so: fc,T je tlacˇna trdnost betona, εc1,T je deformacija pri tlacˇni
trdnosti betona, εcu1,T pa je porusˇna deformacija. Vsi materialni parametri so odvisni od temperature.
Eurocode 2, Part 1-2 (2003) vrednosti teh parametrov podaja v obliki preglednic locˇeno za beton iz
kremencˇevega agregata in za beton iz apnencˇevega agregata. Za izbrane temperature prikazujemo na
sliki 3.11 konstitucijski zakon betona iz kremencˇevega agregata. Ugodni vpliv natezne nosilnosti betona
na pozˇarno nosilnost konstrukcij predstavljeni model zanemari; za zgornjo mejo plasticˇnega utrjevanja
betona predpostavimo 0.4fc,T .
Slika 3.11: Konstitucijski zakon betona pri izbranih temperaturah v skladu z Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Figure 3.11: Stress-strain relationships of concrete under compression at elevated temperature, reco-
mmended by Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Normalna napetost v posameznem betonskem vlaknu pri cˇasu tr+1 je zaradi adicijskega razcepa prirastka
mehanske deformacije odvisna od prirastka geometrijske deformacije, prirastka temperaturne deforma-
cije, prirastka deformacije lezenja betona pri povisˇanih temperaturah ter od prirastka t.i. prehodne de-
formacije obravnavanega betonskega vlakna. Obicˇajno so deformacije lezenja in prehodne deformacije
betona odvisne tudi od napetosti. Zato je potrebno prirastek normalne napetosti betonskega vlakna v
cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunati z Newtonovo iteracijsko metodo (i = 1, 2, ...)
∆σr+1c,i = ∆σ
r
c,i + δ∆σ
r+1
c,i . (3.80)
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V enacˇbi (3.80) predstavlja δ∆σr+1c,i inkrement prirastka normalne napetosti v betonskem vlaknu. So-
cˇasno z dolocˇitvijo normalne napetosti betonskega vlakna v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunamo
tudi prirastek napetostno odvisne deformacije lezenja betona ter prirastek napetostno odvisne prehodne
deformacije betona. Dolocˇimo ju z enacˇbama:
∆εr+1cr,c,i = ∆ε
r
cr,c,i + δ∆ε
r+1
cr,c,i, (3.81)
∆εr+1tr,c,i = ∆ε
r
tr,c,i + δ∆ε
r+1
tr,c,i. (3.82)
V enacˇbah (3.81)–(3.82) predstavljata δ∆εr+1cr,c,i in δ∆ε
r+1
tr,c,i inkrementa prirastka deformacije lezenja in
prirastka t.i. prehodne deformacije betona v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1]. Inkremente prirastka nor-
malne napetosti, prirastka deformacije lezenja in prirastka prehodne deformacije izracˇunamo z nasled-
njimi enacˇbami:
δ∆σr+1c,i =
−F1 + ∂Fc
∂εσ,c
(F2 + F3)
∂Fc
∂εσ,c
(
∂H
∂∆σc
+
∂K
∂∆σc
) , (3.83)
δ∆εr+1cr,c,i = −F3 +
∂H
∂∆σc
δ∆σr+1c,i , (3.84)
δ∆εr+1tr,c,i = −F2 +
∂K
∂∆σc
δ∆σr+1c,i . (3.85)
V enacˇbah (3.83)–(3.85) smo z F1, F2 in F3 oznacˇili algebrajske enacˇbe za prirastek normalne napetosti
in prirastka deformacij lezenja in prehodne deformacije:
F1 = ∆σr+1c,i −Fc
(
εr+1σ,c,i
)
+ σrc,i, (3.86)
F2 = ∆εr+1tr,c,i −K
(
σr+1c,i
)
, (3.87)
F3 = ∆εr+1cr,c,i −H
(
σr+1c,i
)
+ εrcr,c. (3.88)
Pri tem smo v enacˇbah (3.83)–(3.88) sH oznacˇili zakon, s katerim izracˇunamo deformacijo lezenja (angl.
creep strain) betonskega vlakna na koncu cˇasovnega intervala [tr, tr+1]:
∆εr+1cr,c = ε
r+1
cr,c − εrcr,c. (3.89)
Kot porocˇa Purkiss (2005), sta Anderberg in Thelandersson dolocˇila deformacije lezenja betona pri
povisˇani temperaturi T , cˇasu t in tlacˇni napetosti σc z izrazom:
εcr,c = −0.00053 σc
fc,T
(
t
180
)1/2
e0.00304(T−20). (3.90)
Nekoliko poenostavljen izraz za lezenje betona pri povisˇanih temperaturah, ki ga uporabimo tudi v okviru
predstavljenega racˇunskega modela je predstavil Harmathy (1993):
εcr,c = β1
σc
fc,T
t1/2ed(T−293). (3.91)
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V enacˇbi (3.91) sta β1 in d empiricˇni konstanti materiala in sta (Bratina, 2003):
β1 = 6.28 · 10−6, (3.92)
d = 2.658 · 10−3K−1. (3.93)
Dolocˇiti moramo sˇe prirastek t.i. prehodnih deformacij betona (angl. transient strain). V enacˇbah
(3.83)–(3.88) smo s K oznacˇili zakon, s katerim izracˇunamo prirastek prehodnih deformacij betona.
Li in Purkiss (2005) sta na podlagi meritev Anderberga in Thelanderssona podala naslednji enacˇbi za
dolocˇitev prehodnih deformacij betona v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1]:
∆εr+1tr,c = ktr
σr+1c
fc0
∆εr+1th,c , T ≤ 550◦C, (3.94)
∆εr+1tr,c = 0.0001
σr+1c
fc0
, T > 550◦C. (3.95)
V enacˇbah (3.94)–(3.95) predstavlja fc0 tlacˇno trdnost betona pri sobni temperaturi, ktr pa empiricˇno
konstanto materiala, katere vrednost se nahaja na intervalu med 1.8 in 2.35. V literaturi zasledimo tudi
alternativne modele za racˇun t.i. prehodnih deformacij betona. Omenimo model Schneiderja (1986), pri
katerem so deformacije lezenja betona in prehodne deformacije betona zdruzˇene v t.i. deformacijo pre-
hodnega lezenja betona (angl. transient creep strain). V okviru predstavljenega matematicˇnega modela
in racˇunskega postopka smo izberali zakon, ki sta ga predlagala Anderberg in Thelandersson (1976).
Temperaturne deformacije betona (angl. thermal strain) izracˇunamo skladno z evropskim standardom
Eurocode 2, Part 1-2 (2003). Za beton iz kremencˇevega agregata so temperaturne deformacije betona
dolocˇene z enacˇbo:
εth,c (T ) =
{ −1.8 · 10−4 + 9 · 10−6T + 2.3 · 10−11T 3,
14 · 10−3,
20◦C ≤ T ≤ 700◦C
700◦C < T ≤ 1200◦C , (3.96)
za beton iz apnencˇevega agregata pa z enacˇbo:
εth,c (T ) =
{ −1.2 · 10−4 + 6 · 10−6T + 1.4 · 10−11T 3,
12 · 10−3,
20◦C ≤ T ≤ 805◦C
805◦C < T ≤ 1200◦C . (3.97)
Prirastek temperaturne deformacije betona v cˇasovnem inkrementu [tr, tr+1] izracˇunamo z enacˇbo:
∆εr+1th,c = ε
r+1
th,c − εrth,c. (3.98)
Prirastek geometrijske deformacije betonskega vlakna v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunamo z izra-
zom:
∆εc = ∆εc0 + zc∆κc. (3.99)
Pri tem je∆εc0 = εr+1c0 −εrc0 prirastek specificˇne spremembe dolzˇine betonskega vlakna,∆κc = κr+1c −
κrc prirastek psevdoukrivljenosti precˇnega prereza, zc pa pravokotna oddaljenost vlakna od referencˇne
osi betonskega dela.
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3.3.2 Jeklo za armiranje
3.3.2.1 Meja elasticˇnosti in natezna trdnost jekla za armiranje
Skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) je trdnost (fsy,T ) hladno oblikovanega jekla nizˇja kot pri vrocˇe
valjanih jeklih, sˇe posebej na intervalu med 400◦C in 600◦C (slika 3.12). Na sliki 3.12 vidimo, da
ima hladno oblikovano jeklo pri temperaturi 470◦C le sˇe 75 ◦/◦ natezne trdnosti pri sobni temperaturi,
pri temperaturi 570◦C pa le sˇe 50 ◦/◦ natezne trdnosti jekla pri sobni temperaturi. Vrocˇe valjano jeklo
pa ima pri temperaturi 510◦C sˇe 75 ◦/◦ natezne trdnosti jekla pri sobni temperaturi, medtem ko ima
pri temperaturi 590◦C le sˇe 50 ◦/◦ natezne trdnosti pri sobni temperaturi. Na sliki 3.12 prikazujemo tudi
vpliv temperature na spreminjanje trdnosti za razlicˇne vrste jekla (hladno oblikovane palice, visoko trdne
legirane palice), kot jih podaja Abrams (1979). Tudi njegovi eksperimentalni podatki kazˇejo na dejstvo,
da z narasˇcˇanjem temperature trdnost jekla pada. Visoko trdno jeklo ima na temperaturnem intervalu od
160◦C do 280◦C nekoliko visˇjo trdnost kot jo ima pri sobni temperaturi. Pri temperaturah okoli 430◦C
je meja elasticˇnosti po ASTM (1976) nekoliko nizˇja od tiste, ki jo podaja Eurocode 2, Part 1-2 (2003),
medtem ko je pri visˇjih temperaturah (okoli 510◦C) le-ta visˇja.
Slika 3.12: Spreminjanje meje elasticˇnosti in trdnosti jekla za armiranje s temperaturo.
Figure 3.12: Strength and proportional limit of reinforcing steel at elevated temperature.
3.3.2.2 Elasticˇni modul jekla za armiranje
Podobno kot pri betonu se tudi pri jeklu za armiranje elasticˇni modul s temperaturo hitro zmanjsˇuje.
Eurocode 2, Part 1-2 (2003) podaja spreminjanje elasticˇnega modula s temperaturo za hladno in vrocˇe
valjano jeklo. Na sliki 3.13 prikazujemo spreminjanje elasticˇnega modula s temperaturo skladno z Eu-
rocode 2, Part 1-2 (2003) ter Abramsom (1979). Ta je ugotovil, da je spreminjanje elasticˇnega modula s
temperaturo pri feritnih jeklih do 500◦C linearno, nato pa nelinearno.
70 Krauberger, N. 2008. Vpliv pozˇara na obnasˇanje ojacˇanih betonskih linijskih konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Slika 3.13: Spreminjanje elasticˇnega modula jekla za armiranje s temperaturo.
Figure 3.13: Modulus of elasticity of reinforcing steel at elevated temperature.
3.3.2.3 Koeficient raztezanja in krcˇenja pri jeklu za armiranje
Jeklo za armiranje se vse do talisˇcˇa postopoma razteza. Evropski standard Eurocode 2, Part 1-2 (2003)
podaja naslednje izraze za dolocˇitev temperaturnih deformacij εth,s zaradi raztezanja jekla za armiranje:
εth,s (T ) =

−2.416 · 10−4 + 1.2 · 10−5T + 0.4 · 10−8T 2,
11 · 10−3,
−6.2 · 10−3 + 2 · 10−5T,
20◦C ≤ T ≤ 750◦C
750◦C < T ≤ 860◦C
860◦C < T ≤ 1200◦C
.
(3.100)
Zaradi nazornosti prikazujemo na sliki 3.14 temperaturne deformacije jekla za armiranje v odvisnosti od
temperature tudi v graficˇni obliki. Na sliki 3.14 vidimo, da so priblizˇno do temperature 650◦C tempe-
raturne deformacije jekla za armiranje podobne temperaturnim deformacijam za feritna jekla, kot jih
podaja Abrams (1979).
3.3.2.4 Specificˇna toplotna kapaciteta jekla za armiranje
Evropski standard Eurocode 2, Part 1-2 (2003) podaja izraze, s katerimi opisˇemo temperaturno odvisnost
specificˇne toplote jekla cs. Za priblizˇno oceno pozˇarne odpornosti konstrukcij pa Eurocode 2, Part 1-2
(2003) priporocˇa konstantno vrednost za specificˇno toploto in sicer cs = 600 J/kgK.
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Slika 3.14: Temperaturne deformacije jekla za armiranje.
Figure 3.14: Thermal elongation of reinforcing steel.
3.3.2.5 Konstitucijski zakon jekla za armiranje pri povisˇanih temperaturah
Zvezo med mehansko deformacijo jekla za armiranje εσ,s in normalno napetostjo σs opisˇemo s konstitu-
cijskim zakonom jekla za armiranje pri povisˇani temperaturi. Formalno ga zapisˇemo v obliki:
σs = Fs (εσ,s) , (3.101)
Pri tem je Fs poljubna funkcija, ki jo dolocˇimo s preizkusi. Skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003)
opisˇemo zvezo med napetostmi in deformacijami v jeklu za armiranje s tremi temperaturno odvisnimi
materialnimi parametri: elasticˇnim modulom (Es,T ), mejo proporcionalnosti (fsp,T ) in s trdnostjo jekla
(fsy,T ). Konstitucijski zakon jekla za armiranje skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) je:
σs
(
εσ,s, Es,T , fsp,T , εsy,T , εst,T , εsu,T , fsy,T , a, b, c
)
=

Es,T εσ,s, 0 ≤ |εσ,s| ≤ fsp,T
Es,T
= εsp,T
sgn (εσ,s)
[
fsp,T − c+ ( ba)
[
a2 −
(
εsy,T − |εσ,s|2
)]0.5]
, εsp,T ≤ |εσ,s| ≤ εsy,T
sgn (εσ,s) fsy,T εsy,T < |εσ,s| ≤ εst,T
sgn (εσ,s) fsy,T
[
1− (|εσ,s| − εst,T )
(εsu,T − εst,T )
]
εst,T < |εσ,s| ≤ εsu,T
0, |εσ,s| = εsu,T
. (3.102)
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Temperaturno odvisne parametre a, b in c v enacˇbi (3.102) dolocˇimo z izrazi:
a2(T ) = (εsy,T − εsp,T )
(
εsy,T − εsp,T + c(T )
Es,T
)
, (3.103)
b2(T ) = c(T ) (εsy,T − εsp,T )Es,T + c2(T ), (3.104)
c(T ) =
(fsy,T − fsp,T )2
(εsy,T − εsp,T )Es,T − 2 (fsy,T − fsp,T ) . (3.105)
Temperaturno neodvisni parametri v enacˇbi (3.102) pa so: deformacija pri dosezˇeni trdnosti εsy,T =
2 ◦/◦, deformacija na meji mehcˇanja εst,T = 5 ◦/◦ ter mejna deformacija εsu,T = 10 ◦/◦. Konstitucijski
zakon za hladno oblikovano jeklo pri povisˇanih temperaturah prikazujemo na sliki 3.15.
Slika 3.15: Konstitucijski zakon hladno oblikovanega jekla za armiranje pri izbranih temperaturah
skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Figure 3.15: Stress-strain relationships of cold worked reinforcing steel at elevated temperature, reco-
mmended by Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Normalna napetost v posamezni armaturni palici betonskega dela precˇnega prereza pri cˇasu tr+1 je zaradi
adicijskega razcepa prirastka mehanske deformacije odvisna od prirastka geometrijske deformacije, pri-
rastka temperaturne deformacije in prirastka deformacije viskoznega lezenja jekla pri povisˇani tempe-
raturi. Deformacije viskoznega lezenja jekla so odvisne od nivoja napetosti. Zato je potrebno prirastek
normalne napetosti kakor tudi prirastek deformacije viskoznega lezenja v posamezni armaturni palici v
cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunati z Newtonovo iteracijsko metodo (i = 1, 2, ...):
∆σr+1s,i = ∆σ
r
s,i + δ∆σ
r+1
s,i , (3.106)
∆εr+1cr,s,i = ∆ε
r
cr,s,i + δ∆ε
r+1
cr,s,i. (3.107)
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V enacˇbah (3.106)–(3.107) predstavljata δ∆σr+1s,i in δ∆ε
r+1
cr,s,i inkrement prirastka napetosti oziroma
inkrement prirastka deformacij zaradi viskoznega lezenja jekla. Izracˇunamo ju z naslednjima enacˇbama:
δ∆σr+1s,i =
−F1 + ∂Fs
∂εσ,s
F2
∂Fs
∂εσ,s
∂L
∂∆σs
, (3.108)
δ∆εr+1cr,s,i = −F2 +
∂L
∂∆σs
δ∆σr+1s,i . (3.109)
V enacˇbah (3.108) in (3.109) smo z F1 in F2 oznacˇili algebrajski enacˇbi za napetost in deformacijo
viskoznega lezenja jekla:
F1 = ∆σr+1s,i −Fs
(
εr+1σ,s,i
)
+ σrs,i, (3.110)
F2 = ∆εr+1cr,s,i − L
(
σr+1s,i
)
+ εrcr,s,i. (3.111)
Z L smo oznacˇili zakon, s katerim izracˇunamo prirastek deformacije viskoznega lezenja jekla pri povi-
sˇanih temperaturah (angl. creep strain). Na sliki 3.16 prikazujemo diagram cˇasovnega razvoja lezenja
jekla, ki ga razdelimo na tri podrocˇja. Prvo podrocˇje predstavlja primarno ali prehodno lezenje, drugo je
sekundarno lezenje, tretje obmocˇje pa je terciarno lezenje ali lezenje z narasˇcˇajocˇo hitrostjo.
Slika 3.16: Znacˇilni diagram cˇasovnega razvoja lezenja jekla.
Figure 3.16: Typical time dependend creep diagram of steel.
V predstavljenem racˇunskem modelu bomo cˇasovni razvoj lezenja jekla modelirali skladno s priporocˇili
Harmathyja (1967) oziroma Williams-Leira (1983). Cˇasovni razvoj deformacij viskoznega lezenja jekla
je dolocˇen z diferencialno enacˇbo prvega reda:
ε˙cr,s = sgn (σs) b1 coth2 (b2 |εcr,s|) . (3.112)
V nadaljevanju enacˇbo diskretiziramo z diferencˇno metodo z “desnim” operatorjem in dobimo prirastek
deformacije viskoznega lezenja jekla v cˇasovnem inkrementu [tr, tr+1]:
∆εcr,s = L
(
σr+1s , ε
r+1
cr,s
)
= sgn
(
σr+1s
)
b1 coth2
(
b2
∣∣εr+1cr,s ∣∣)∆t, (3.113)
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kjer koeficienta b1 in b2 predstavljata funkciji konstantne napetosti v jeklu in konstantne absolutne tem-
perature. Dolocˇimo ju z izrazoma:
b1 =
{
c1e
c2 ln|σs|− c5T ,
c6e
c7|σs|− c5T ,
|σs| ≤ σt
|σs| > σt , (3.114)
b2 =
1
c3 |σs|c4 . (3.115)
Pri tem je σt ≈ 10.3 kN/cm2 in predstavlja t.i. prehodno napetost, parametri racˇunskega modela lezenja
jekla c1, c2, ..., c7 pa so medsebojno povezani z izrazoma:
c6 = c1
(
σt
e
)c2 ,
c7 = c2σt .
(3.116)
Parametre lezenja za razlicˇne vrste jekla prikazujemo v preglednici 3.1. Lezenje je najmanj izrazito pri
jeklu z oznako Austen 50, najbplj pa pri jeklu z oznako SS 41 (Bratina, 2003; Srpcˇicˇ, 1991).
Preglednica 3.1: Parametri lezenja po Williams-Leiru (1983).
Table 3.1: Creep parameters, reported by Williams-Leir (1983).
vrsta jekla c1 [min] c2 c3 c4 c5 [◦C]
Austen 50 1.246 · 10−3 4.858 8.564 · 10−11 1.731 44210
SM 58 3.080 · 10−2 4.206 9.032 · 10−5 0.302 40510
A 135 1.143 · 10−2 4.721 1.251 · 10−10 1.695 43250
X-60 2.987 · 10−3 4.624 1.695 · 10−24 4.661 41390
A 149 1.120 · 10−2 4.948 4.914 · 10−10 1.638 44960
SM 50 3.175 · 10−7 6.460 4.949 · 10−11 1.843 48970
SS 41 7.991 · 1020 3.225 3.485 · 10−30 6.701 77380
Prirastek temperaturne deformacije jekla za armiranje v cˇasovnem inkrementu [tr, tr+1] izracˇunamo z
enacˇbo:
∆εr+1th,s = ε
r+1
th,s − εrth,s. (3.117)
Pri tem sta εrth,s in ε
r+1
th,s temperaturni deformaciji na zacˇetku oziroma na koncu cˇasovnega intervala
[tr, tr+1]. V okviru predstavljenega racˇunskega postopka izracˇunamo temperaturne deformacije jekla za
armiranje skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) (glej enacˇbo 3.100).
Prirastek geometrijske deformacije jekla za armiranje v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunamo z izra-
zom:
∆εs = ∆εc0 + zs∆κc. (3.118)
Pri tem sta ∆εc0 = εr+1c0 − εrc0 in ∆κc = κr+1c − κrc deformacijski kolicˇini obravnavanega precˇnega
prereza betonskega dela nosilca, zs pa je pravokotna oddaljenost armaturne palice od referencˇne osi
nosilca.
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3.3.3 Jeklo za prednapenjanje
3.3.3.1 Meja elasticˇnosti in natezna trdnost jekla za prednapenjanje
Med prvimi sta obnasˇanje hladno oblikovanih jeklenih palic za prednapenjanje pri povisˇanih tempe-
raturah raziskovala Abrams in Cruz (1961). Ugotovila sta, da se pri jeklu za prednapenjanje meja
tecˇenja z narasˇcˇanjem temperature zmanjsˇuje veliko hitreje kot pri jeklu za armiranje. Podobno je tudi
zmanjsˇevanje natezne trdnosti z visˇanjem temperature pri jeklu za prednapenjanje izrazitejsˇe kot pri
jeklu za armiranje. Kvantitativno pa sta ugotovila, da je do 200◦C zmanjsˇevanje natezne trdnosti jekla
minimalno, nad 200◦C pa izrazitejsˇe. Tako je pri temperaturi 310◦C natezna trdnost jekla okrog 75 ◦/◦
trdnosti jekla pri sobni temperaturi, pri 530◦C pa le sˇe 25 ◦/◦. O podobnih mehanskih lastnostih jekla za
prednapenjanje so kasneje porocˇali tudi Holmes in sodelavci (Holmes et al., 1982) oziroma jih navaja
Eurocode 2, Part 1-2 (2003). Spreminjanje meje elasticˇnosti ter trdnosti jekla za prednapenjanje s tem-
peraturo kot jih navajajo Abrams in Cruz (1961), Holmes et al. (1982) ter Eurocode 2, Part 1-2 (2003)
graficˇno prikazujemo na sliki 3.17. Vidimo, da ima po Eurocode 2, Part 1-2 (2003) toplotno obdelano
jeklo v primerjavi z hladno obdelanimi vrvmi in kabli manjsˇi padec trdnosti. Vidimo tudi, da rezul-
tati Holmesa et al. (1982) v primerjavi z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) precej odstopajo, medtem ko so
rezultati Abramsa in Cruza (1961) z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) primerljivi.
3.3.3.2 Elasticˇni modul jekla za prednapenjanje
Elasticˇni modul jekla za prednapenjanje se z narasˇcˇanjem temperature zmanjsˇuje veliko hitreje kot pri
jeklu za armiranje. Zmanjsˇanje elasticˇnega modula jekla za prednapenjanje je v veliki meri odvisno od
nacˇina obdelave jekla, kar nazorno prikazuje slika 3.18. Tudi spreminjanje elasticˇnega modula jekla
za prednapenjanje s temperaturo so raziskovali Abrams in Cruz (1961) ter Holmes s sodelavci (1982).
Izsledke omenjenih avtorjev ter priporocˇila Eurocode 2, Part 1-2 (2003) prikazujemo na sliki 3.18. Vi-
dimo, da Eurocode 2, Part 1-2 (2003) dolocˇa pri toplotno obdelanem jeklu izrazitejsˇi padec elasticˇnega
modula. Na sliki 3.18 tudi vidimo, da so rezultati Holmesa in sodelavcev (1982) primerljivi z rezultati v
Eurocode 2, Part 1-2 (2003), medtem ko rezultati Abramsa in Cruza (1961) niso.
3.3.3.3 Koeficient raztezanja in krcˇenja pri jeklu za prednapenjanje
Temperaturne deformacije jekla za prednapenjanje, ki jih podaja standard Eurocode 2, Part 1-2 (2003),
so podobne temperaturnim deformacijam pri jeklu za armiranje. Dolocˇa jih enacˇba:
εth,p (T ) =
{ −2.016 · 10−4 + 10−5T + 0.4 · 10−8T 2, 20◦C ≤ T ≤ 1200◦C. (3.119)
Spreminjanje temperaturnih deformacij jekla za prednapenjanje s temperaturo skladno z Eurocode 2,
Part 1-2 (2003) oziroma skladno z meritvami Abramsa (1979) prikazujemo na sliki 3.19.
3.3.3.4 Specificˇna toplotna kapaciteta jekla za prednapenjanje
Skladno z dolocˇili standarda Eurocode 2, Part 1-2 (2003) lahko v analizi uposˇtevamo, da se specificˇna
toplota jekla za prednapenjanje ne spreminja s temperaturo. Priporocˇena je konstantna vrednost cp =
600 J/kgK.
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Slika 3.17: Spreminjanje meje elasticˇnosti in trdnosti jekla za prednapenjanje s temperaturo.
Figure 3.17: Strength and proportional limit of prestressing steel at elevated temperature.
Slika 3.18: Spreminjanje elasticˇnega modula jekla za prednapenjanje s temperaturo.
Figure 3.18: Modulus of elasticity of prestressing steel at elevated temperature.
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Slika 3.19: Temperaturne deformacije jekla za prednapenjanje.
Figure 3.19: Thermal elongation of prestressing steel.
3.3.3.5 Konstitucijski zakon jekla za prednapenjanje pri povisˇanih temperaturah
Zvezo med mehansko deformacijo jekla za prednapenjanje εσ,p in normalno napetostjo σp opisˇemo s
konstitucijskim zakonom jekla za prednapenjanje pri povisˇani temperaturi. Formalno ga zapisˇemo v
obliki:
σp = Fp (εσ,p) , (3.120)
Pri tem je Fp poljubna funkcija, ki jo dolocˇimo s preizkusi. Skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003)
je konstitucijski zakon jekla za prednapenjanje podoben konstitucijskemu zakonu jekla za armiranje, ki
je podan z enacˇbo (3.102). Modela se razlikujeta le v temperaturni odvisnosti materialnih parametrov.
Zaradi preglednosti konstitucijski zakon hladno oblikovanega jekla za prednapenjanje pri povisˇanih tem-
peraturah prikazujemo na sliki 3.20.
Podobno kot pri jeklu za armiranje je tudi pri jeklu za prednapenjanje normalna napetost v posameznem
prednapetem kablu pri cˇasu tr+1 zaradi adicijskega razcepa prirastka mehanske deformacije odvisna od
prirastka geometrijske deformacije, prirastka temperaturne deformacije in prirastka deformacije zaradi
viskoznega lezenja pri povisˇanih temperaturah. Tudi pri jeklu za prednapenjanje prirastek normalne
napetosti in napetostno odvisen prirastek deformacije viskoznega lezenja v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1]
izracˇunamo z Newtonovo iteracijsko metodo (i = 1, 2, ...):
∆σr+1p,i = ∆σ
r
p,i + δ∆σ
r+1
p,i , (3.121)
∆εr+1cr,p,i = ∆ε
r
cr,p,i + δ∆ε
r+1
cr,p,i. (3.122)
78 Krauberger, N. 2008. Vpliv pozˇara na obnasˇanje ojacˇanih betonskih linijskih konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Slika 3.20: Konstitucijski zakon za hladno oblikovano jeklo za prednapenjanje pri razlicˇnih temperaturah
skladno z Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Figure 3.20: Stress-strain relationships of prestressing for cold worked steel at elevated temperature,
recommended by Eurocode 2, Part 1-2 (2003).
Postopek racˇuna je enak kot pri jeklu za armiranje, zato ga tukaj ne navajamo. Pri tem uposˇtevamo, da
prirastek deformacije viskoznega lezenja jekla izracˇunamo s pomocˇjo modela po Williams-Leiru (1983)
(glej enacˇbe (3.112)–(3.116) in preglednico 3.1).
Prirastek temperaturne deformacije jekla za prednapenjanje v cˇasovnem inkrementu [tr, tr+1] izracˇunamo
z izrazom:
∆εr+1th,p = ε
r+1
th,p − εrth,p. (3.123)
V enacˇbi (3.123) sta εrth,p in ε
r+1
th,p temperaturni deformaciji na zacˇetku oziroma na koncu cˇasovnega
intervala [tr, tr+1]. Izracˇunamo ju skladno z izrazi iz Eurocode 2, Part 1-2 (2003) (glej enacˇbo 3.119).
Prirastek geometrijske deformacije jekla za prednapenjanje v cˇasovnem intervalu [tr, tr+1] izracˇunamo
z izrazom:
∆εkp = ε
k,r+1
p − εk,rp . (3.124)
3.3.4 Stik med betonom in jeklom za prednapenjanje
3.3.4.1 Mehanske lastnosti stika
Obnasˇanje stika med betonom in jeklom za prednapenjanje pri sobni temperaturi so raziskovali Abrisha-
mi in Mitchell (1993), Jendele in Crvenka (2006), Keuser in Mehlhorn (1983) in sˇtevilni drugi. Redkejsˇe
so raziskave, kjer raziskovalci analizirajo stik med betonom in jeklom pri povisˇanih temperaturah.
Nekaj rezultatov tovrstnih raziskav sta prikazala Diederichs in Schneider (1981). Z meritvami sta ugo-
tovila, da ima obnasˇanje stika med betonom in jeklom pri povisˇanih temperaturah pomemben vpliv na
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napetostno in deformacijsko stanje prednapetih betonskih konstrukcij. To sta ugotovila z izvlecˇnimi
testi (angl. pull-out) na prednapetih betonskih vzorcih pri povisˇanih temperaturah. Meritve sta naredila
na temperaturnem intervalu od 20◦C do 800◦C, temperaturo pa sta spreminjala s hitrostjo 1◦C/min.
Izvajala sta dve vrsti testov. Pri prvih sta opazovala trdnost na stiku med betonom in jeklom za pred-
napenjanje pri razlicˇnih temperaturah. Betonske vzorce sta segrevala do zˇeljene temperature in jih na
mestu vstavljene prednapete palice enakomerno vlekla s silo 1 kN/s. Pri drugi vrsti testov sta trdnost
stika dolocˇila s spreminjanjem temperature. V tem primeru sta najprej betonski vzorec pri sobni tempe-
raturi obremenila z znano silo, nato pa sta vzorec segrevala do porusˇitve stika. Temperaturo ob porusˇitvi
sta imenovala kriticˇna temperatura. Ugotovitve Diederichsa in Schneiderja (1981) prikazujemo v obliki
diagramov na slikah 3.21 in 3.22.
Slika 3.21 prikazuje zvezo med napetostjo in zamikom na stiku med betonskim delom in jeklom za
prednapenjanje (φp = 7.5mm, fp0.1k/fpk = 150/170 kN/cm2) za razlicˇne nivoje temperature. Opazi-
mo, da v temperaturnem obmocˇju od 160◦C do 330◦C padec napetosti ni izrazit, medtem ko se zveza
napetost-zamik po presezˇeni temperaturi 330◦C bistveno spremeni.
Slika 3.21: Konstitucijski zakon stika med betonom in jeklom za prednapenjanje pri razlicˇnih tempera-
turah po Diederichsu in Schneiderju (1981).
Figure 3.21: Bond stress-slip relationship between concrete and prestressing steel at elevated tempera-
ture, reported by Diederichs and Schneider (1981).
Na sliki 3.22 je prikazan vpliv temperature na padec trdnosti stika med betonom in jeklom za predna-
penjanje. Eksperimenti kazˇejo, da z narasˇcˇanjem temperature trdnost stika pada. Do temperature okoli
350◦C je padec trdnosti stika majhen. Tako znasˇa pri temperaturi 400◦C trdnost stika sˇe 75◦/◦ trdnosti
pri sobni temperaturi, pri temperaturi 490◦C le 50◦/◦, pri temperaturi 700◦C pa le sˇe okoli 9◦/◦ trdnosti
pri sobni temperaturi.
Iz povedanega sledi, da lahko v primeru pozˇara porusˇitev stika med betonom in jeklom za prednapenjanje
nastopi zˇe pri relativno nizkih temeraturah.
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Slika 3.22: Temperaturno odvisna trdnost stika med betonom jeklom za prednapenjanje po Diederichsu
in Schneiderju (1981).
Figure 3.22: Bond strength between concrete and prestressing steel at elevated temperature, reported by
Diederichs and Schneider (1981).
3.3.4.2 Konstitucijski zakon stika pri povisˇanih temperaturah
Kot izhodisˇcˇe izpeljave konstitucijskega zakona stika med betonom in jeklom za prednapenjanje pri
povisˇanih temperaturah izberemo model stika pri sobni temperaturi skladno s priporocˇili Abrishamija in
Mitchella (1993), Jendela in Crvenke (2006) oziroma Keuserja in Mehlhorna (1983). Graf tega zakona
prikazujemo na sliki 3.23.
Slika 3.23: Konstitucijski zakon stika med betonom in jeklom za prednapenjanje pri sobni temperaturi
(Keuser in Mehlhorn, 1983).
Figure 3.23: Bond stress-slip relationship between concrete and prestressing tendon at room temperature
(Keuser in Mehlhorn, 1983).
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Izbrani materialni parametri modela pri sobni temperaturi so: zacˇetna togost stika θ0 = 50 kN/cm
3,
strizˇna napetost na meji elasticˇnosti τ0 = 0.5 kN/cm
2, trdnost stika τ I = 0.545 kN/cm
2, zamika
na meji elasticˇnosti in trdnosti stika ∆0 = 0.01 cm in ∆I = 0.3 cm. Vrednosti zamika v obmocˇju
mehcˇanja izberemo na podlagi stabilizacije numericˇnega postopka in sta: ∆II = 0.6 cm in ∆III = 1.0
cm. Po mehcˇanju predpostavimo, da znasˇa preostala napetost na stiku le sˇe desetinko napetosti na meji
elasticˇnosti.
Kot smo zˇe povedali, sta Diederichs in Schneider (1981) ugotovila, da se trdnost stika s temperaturo
zmanjsˇuje (slika 3.22). To prikazujemo v preglednici 3.2. Skladno s temi ugotovitvami modificiramo
model stika med betonom in jeklom za prednapenjanje pri povisˇanih temperaturah. Pri tem spremin-
jamo s temperaturo samo trdnost stika, ostale materialne parametre pa ohranimo nespremenjene. Tako
modificirani konstitucijski zakon stika pri povisˇanih temperaturah prikazujemo na sliki 3.24.
Slika 3.24: Konstitucijski zakon stika med betonom in prednapetim kablom pri povisˇanih temperaturah
(Keuser in Mehlhorn, 1983; Diederichs in Schneider, 1981).
Figure 3.24: Bond stress-slip relationship between concrete and prestressing tendon at elevated tempe-
rature (Keuser and Mehlhorn, 1983; Diederichs and Schneider, 1981).
Preglednica 3.2: Spreminjanje karakteristicˇnih vrednosti stizˇne napetosti s temperaturo na stiku.
Table 3.2: The temperature dependent values of characteristic tangential stress between concrete and
prestressing steel.
T [◦C] 20 100 200 300 400 500 600 700
τ0 [kN/cm2] 0.5 0.49 0.46 0.43 0.38 0.235 0.09 0.045
τ I [kN/cm2] 0.545 0.534 0.501 0.469 0.414 0.256 0.098 0.049
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3.4 Racˇunski primeri
Z racˇunskimi primeri prikazˇemo ucˇinkovitost, natancˇnost in primernost predstavljenega matematicˇne-
ga modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij med pozˇarom.
Izdelali smo ustrezen racˇunalnisˇki program v okolju Matlab oziroma z njim dopolnili program NFIRA
(Bratina, 2003). Glede na ugotovitve v podpoglavju 2.3 v vseh prikazanih racˇunskih primerih analizi-
ramo prednapete betonske konstrukcije z 20 deformacijskimi koncˇnimi elementi tipa E4−5. Obravnava-
mo dva racˇunska primera: (i) prostolezˇecˇe prednapete betonske plosˇcˇe in (ii) prostolezˇecˇo prednapeto
betonsko plosˇcˇo s previsi. Plosˇcˇe so bile racˇunane kot linijski noilec.
3.4.1 Prostolezˇecˇe prednapete betonske plosˇcˇe
V prvem racˇunskem primeru obravnavamo prostolezˇecˇe prednapete betonske plosˇcˇe. Za te primere ob-
stajajo v literaturi tudi eksperimentalni rezultati (Gustaferro in Selvaggio, 1967). Cilj eksperimentov
je bil ugotoviti vpliv vrste betona, kolicˇine in razporeditve prednapetega jekla v prerezu ter debeline
zasˇcˇitne plasti betona na pozˇarno odpornost plosˇcˇe. S tem namenom sta Gustaferro in Selvaggio (1967)
plosˇcˇe zgolj s spodnje strani izpostavila pozˇarnemu rezˇimu z oznako ASTM E119 (glej sliko 3.1). Glede
na razpolozˇljive rezultate eksperimentov v racˇunskem primeru analiziramo odziv sˇtirih razlicˇnih pred-
napetih plosˇcˇ na socˇasno delovanje mehanske in pozˇarne obtezˇbe. Geometrijske in materialne podatke
ter podatke o obtezˇbi prednapetih betonskih plosˇcˇ prikazujemo na sliki 3.25.
Slika 3.25: Prednapeta betonska plosˇcˇa. Geometrijski in materialni podatki ter podatki o obtezˇbi.
Figure 3.25: Prestressed concrete slab. Geometrical, material and loading data.
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Prikazujemo dva znacˇilna precˇna prereza obravnavanih plosˇcˇ, ki se razlikujeta glede kolicˇine in raz-
poreditve prednapetih kablov v precˇnem prerezu. Mehke armature v precˇnih prerezih ni. Glavne podatke
obravnavanih plosˇcˇ prikazujemo tudi v preglednici 3.3.
Kot vidimo na sliki 3.25, so dimenzije precˇnih prerezov vseh plosˇcˇ enake. Plosˇcˇa z oznako PlI je bila
prednapeta s petimi kabli z napenjalnimi silami N kp,predn = 84.46 kN, precˇni prerezi kablov pa so Akp =
0.7 cm2 (k = 1, 2, ..., 5). Ostale plosˇcˇe so bile prednapete s petnajstimi kabli s precˇnimi prerezi Akp =
0.23 cm2 in napenjalnimi silami N kp,predn = 27.27 kN (k = 1, 2, ..., 15). Plosˇcˇe so se razlikovale
tudi po debelini zasˇcˇitne plasti betona (a = 5.08 cm oziroma a = 7.62 cm), kvaliteti betona (normalni
oziroma lahki beton), tlacˇni trdnosti betona fc0, relativni vlazˇnosti okolja RH in velikosti zunanje obtezˇbe
(preglednica 3.3 in 3.4).
Preglednica 3.3: Prednapete betonske plosˇcˇe. Geometrijski in materialni podatki ter podatki o obtezˇbi.
Table 3.3: Prestressed concrete slabs. Geometrical, material and load data.
vrsta plosˇcˇe vrsta betona sˇt.prereza a fc0 P
[cm] [kN/cm2] [kN]
PlI lahki 1 7.62 4.34 7.47
PlII normalni 2 5.08 5.34 9.15
PlIII normalni 2 7.62 3.74 6.16
PlIV lahki 2 7.62 5.14 6.87
3.4.1.1 Dolocˇitev temperature in vlage v precˇnem prerezu
Med eksperimentom je bila le spodnja povrsˇina plosˇcˇe enakomerno ogrevana vzdolzˇ celotne dolzˇine
plosˇcˇe. Bocˇne strani plosˇcˇe so bile izolirane. Tako lahko v analizi predpostavimo, da se temperatura
in vlaga spreminjata le v precˇni smeri plosˇcˇe. Spreminjanje temperature in vlage po precˇnem prerezu
plosˇcˇe izracˇunamo na dva nacˇina. Pri prvem nacˇinu izracˇunamo cˇasovno in krajevno razporeditev tem-
perature in vlage v precˇnem prerezu kot povezan prehod toplote in vlage v kapilarno poroznih materi-
alih. Pri drugem nacˇinu pa dolocˇimo temperaturno polje v plosˇcˇi neodvisno od razporeditve vlage. Za to
uporabimo racˇunalnisˇki program HEATC (Saje in Turk, 1987). Vrednosti vlazˇnostnega potenciala wA,
prevodnostnega koeficienta vlageDm, specificˇne vlage snovi cm in prestopnega koeficienta vlage hm, ki
jih potrebujemo v analizi, prikazujemo v preglednici 3.4.
Dodatno v racˇunu predpostavimo, da je delezˇ vlage v plinastem stanju ε = 0.3, izparilna toplota snovi
pa hLV = 2.50 · 106 J/kg. Vpliv prednapetih kablov na razporeditev temperature in vlage po precˇnem
prerezu zanemarimo (Bratina, 2003). Spreminjanje specificˇne toplote ter gostote betona v odvisnosti
od povisˇane temperature uposˇtevamo skladno z evropskim standardom za beton Eurocode 2, Part 1-2
(2003). Spreminjanje toplotne prevodnosti betona s temperaturo pa izberemo tako, da se izracˇunana
cˇasovna razporeditev temperature v precˇnem prerezu cˇim bolj prilega izmerjenim vrednostim.
Najprej analiziramo vpliv izbire matematicˇnega modela na cˇasovno razporeditev temperature v precˇnem
prerezu. Na sliki 3.26 prikazˇemo cˇasovno spreminjanje temperature v precˇnem prerezu na mestu pred-
napetih kablov za oba matematicˇna modela. Glede na nacˇin ogrevanja plosˇcˇe imajo pricˇakovano vsi kabli
priblizˇno enako temperaturo. Na sliki 3.26 vidimo, da pri racˇunu z uposˇtevanjem povezanega prenosa
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Preglednica 3.4: Podatki za racˇun povezanega prenosa toplote in vlage.
Table 3.4: Data for calculating coupled heat and mass transfer.
vrsta plosˇcˇe PlI PlII PlIII PlIV
RH [◦/◦] 66 63 65 69
wA [◦M] 12.79 12.12 12.57 13.45
Dm [kg/ms◦M] 2.59 · 10−11 3.74 · 10−11 3.61 · 10−11 2.46 · 10−11
cm [kg/kg◦M] 0.00117 0.00123 0.00119 0.00112
hm [kg/sm2 ◦M] 4.11 · 10−8 5.94 · 10−8 5.73 · 10−8 3.90 · 10−8
toplote in vlage temperatura v zacˇetni fazi pozˇara pocˇasneje narasˇcˇa kot v primeru, ko vpliv vlage zane-
marimo. Razlika je izrazitejsˇa pri normalnem betonu. Nizˇja temperatura pri racˇunu z matematicˇnim
modelom, s katerim cˇasovno razporeditev vlage in temperature v plosˇcˇi dolocˇimo kot povezan problem,
je posledica dejstva, da se del toplote porabi za izparevanje vode.
Na koncu s primerjavo med eksperimentalnimi in numericˇnimi rezultati ocenimo natancˇnost predsta-
vljenega matematicˇnega modela za dolocˇitev temperature in vlage v prednapetih betonskih konstruk-
cijah med pozˇarom. Glede na dostopne eksperimentalne rezultate v literaturi (Gustaferro in Selvaggio,
1967) prikazujemo na sliki 3.27 samo primerjavo cˇasovnega spreminjanja temperature v precˇnem prerezu
plosˇcˇe na mestu prednapetih kablov na cˇasovnem intervalu od 30 do 240 minut. Ujemanje izmerjenih
ter izracˇunanih temperatur je na tem cˇasovnem intervalu za obe debelini zasˇcˇitne plasti betona ter za obe
vrsti betona zelo dobro, kar dokazuje primernost predstavljenega matematicˇnega modela za dolocˇitev
vlage in temperature v prednapetih betonskih linijskih konstrukcijah med pozˇarom.
Slika 3.26: Cˇasovno spreminjanje temperature v precˇnem prerezu na mestu prednapetih kablov: (a)
normalni beton in (b) lahki beton. Primerjava matematicˇnih modelov.
Figure 3.26: Time dependent temperature in cross section in place of prestressing tendons: (a) normal-
weight concrete and (b) lightweight concrete. Comparison between mathematical models.
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Slika 3.27: Cˇasovno spreminjanje temperature v precˇnem prerezu na mestu prednapetih kablov: (a)
normalni beton in (b) lahki beton. Primerjava numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov.
Figure 3.27: Time dependent temperature in cross section in place of prestressing tendons: (a) normal-
weight concrete and (b) lightweight concrete. Comparison between numerical and experimental results.
3.4.1.2 Analiza mehanskega odziva plosˇcˇ pri socˇasnem delovanju pozˇara in mehanske obtezˇbe
V nadaljevanju analiziramo mehanski odziv prednapete plosˇcˇe pri socˇasnem delovanju pozˇara in mehan-
ske obtezˇbe. Poudarek je na primerjavi med eksperimentalnimi in numericˇnimi rezultati (Gustaferro in
Selvaggio, 1967) ter oceni vpliva togosti stika med betonom in prednapetimi kabli na znacˇilne kolicˇine
obravnavanih prednapetih betonskih plosˇcˇ. Vpliv pozˇarne obtezˇbe uposˇtevamo s cˇasovno odvisnim tem-
peraturnim poljem precˇnega prereza, ki smo ga dolocˇili v podpoglavju 3.4.1.1. V nadaljevanju pred-
stavimo parametre racˇuna. Konstitucijska zakona za beton in jeklo za prednapenjanje izberemo skladno
z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) (glej sliko 2.6). Uporabljeni materialni parametri pri sobni tempera-
turi so: (a) za beton: tlacˇna trdnost betona fc,T=20◦C (preglednica 3.3), deformacija pri tlacˇni trdnosti
εc1,T = −2.5 ◦/◦◦, mejna deformacija εcu,T = −20 ◦/◦◦, (b) za jeklo za prednapenjanje: za vrvi s
prerezom Akp = 0.7 cm
2 (k = 1, 2, ..., 5) je trdnost jekla fpy,T=20◦C = 162.5 kN/cm
2. V skladu s
priporocˇili Eurocode 2, Part 1-2 (2003) je to 90 ◦/◦ karakteristicˇne trdnosti jekla fpk,T=20◦C = 180.6
kN/cm2, ki sta jo izmerila in podala Gustaferro in Selvaggio (1967) oziroma za prerez Akp = 0.23
cm2 (k = 1, 2, ..., 15) je fpy,T=20◦C = 170.6 kN/cm
2 (fpk,T=20◦C = 189.6 kN/cm
2), napetost
na meji proporcionalnosti fpp,T je pri sobni temperaturi enaka trdnosti jekla fpy,T , elasticˇni modul
Ep,T=20◦C = 19500 kN/cm
2, deformacija pri trdnosti jekla εpy,T = 20 ◦/◦◦, deformacija na meji
mehcˇanja εpt,T = 50 ◦/◦◦ in mejna deformacija εpu,T = 100 ◦/◦◦. V skladu z evropskim standardom
za beton Eurocode 2, Part 1-2 (2003) uposˇtevamo, da je prirastek celotne (geometrijske) deformacije be-
tonskega vlakna sestavljen iz prirastka mehanske deformacije∆εσ,c, prirastka temperaturne deformacije
∆εth,c, prirastka deformacije lezenja betona∆εcr,c in prirastka prehodne deformacije betona∆εtr,c. Pri-
rastek temperaturne deformacije betonskega vlakna izracˇunamo skladno s priporocˇili Eurocode 2, Part
1-2 (2003), prispevek deformacije lezenja betona pri povisˇanih temperaturah uposˇtevamo z modelom,
ki ga podaja Harmathy (1993), prispevek prehodnih deformacij pa z modelom po Anderbergu in The-
landerssonu (Bratina, 2003). Podobno predpostavimo, da je prirastek celotne (geometrijske) deformacije
jekla za prednapenjanje sestavljen iz prirastka mehanske deformacije∆εσ,p in temperaturne deformacije
∆εth,p. Temperaturno deformacijo jekla za prednapenjanje izracˇunamo skladno z Eurocode 2, Part 1-2
(2003). Ob predpostavki, da je vpliv viskoznega lezenja jekla pri povisˇanih temperaturah uposˇtevan zˇe v
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konstitucijskem zakonu za jeklo, ki ga podaja Eurocode 2, Part 1-2 (2003), pri adicijskem razcepu celotne
deformacije jekla prispevka deformacij viskoznega lezenja dodatno ne uposˇtevamo. Konstitucijski za-
kon stika med betonom in prednapetimi kabli privzamemo skladno s priporocˇili Keuserja in Mehlhorna
(1983) (slika 2.6d), njegovo modificirano obliko pri povisˇanih temperaturah pa prilagodimo meritvam
Diederichsa in Schneiderja (1981) (slika 3.24).
Na slikah 3.28 do 3.31 prikazujemo primerjavo med izmerjenimi ter izracˇunanimi navpicˇnimi pomiki
na sredini razpona (tocˇka III na sliki 3.25) za vse sˇtiri izbrane prednapete plosˇcˇe z oznakami PlI, PlII,
PlIII in PlIV. Numericˇne rezultate prikazujemo za plosˇcˇe s podajnim (θ0 = 50 kN/cm
3) in togim stikom
(θ0 =∞ kN/cm3) med betonom in prednapetimi kabli.
Na slikah 3.28 do 3.31 vidimo, da je pri vseh obravnavanih prednapetih plosˇcˇah pozˇarna odpornost plosˇcˇ
s togim stikom bistveno vecˇja kot pri plosˇcˇah s podajnim stikommed betonom in prednapetimi kabli. Do-
datno na slikah vidimo, da se rezultati plosˇcˇ s podajnim stikom bistveno bolje prilegajo eksperimentalnim
rezultatom kot rezultati plosˇcˇ s togim stikom, cˇeprav so odstopanja sˇe kar velika. Najvecˇja opazimo v
obmocˇju, kjer pricˇnejo pomiki hitro narasˇcˇati (to obicˇajno pomeni porusˇitev konstrukcije). Da numericˇni
rezultati v tem obmocˇju ne sledijo eksperimentalnim, je posledica nestabilnosti racˇunskega postopka. Ta
pa je najverjetneje posledica lokalizacij deformacij, ki se pojavlja kot izrazito in nefizikalno nihanje de-
formacij po referencˇnih oseh obravnavanih plosˇcˇ. Taksˇnemu pojavu se v analizi armiranobetonskih linij-
skih konstrukcij v veliki meri izognemo z vpeljavo t.i. kratkih koncˇnih elementov (Bratina, 2003). Taka
modificirana analiza bo tudi predmet nasˇih nadaljnjih raziskav. Zaradi preglednosti predstavimo rezul-
tate analiz tudi v preglednici 3.5, kjer smo porusˇitev plosˇcˇ med pozˇarom zaradi nestabilnosti racˇunskega
postopka oznacˇili s t˜cr.
Na koncu na slikah 3.33 in 3.32 ter v preglednici 3.6 za prostolezˇecˇo prednapeto betonsko plosˇcˇo z
oznako PlII za 0, 10, 70 in 137 minut trajanja pozˇara predstavimo vrednosti nekaterih znacˇilnih kolicˇin.
Slika 3.28: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlI. Izmerjeni in izracˇunani navpicˇni pomik na sredini razpona
plosˇcˇe wIII.
Figure 3.28: Prestressed concrete slab PlI. Measured and calculated vertical midspan deflection wIII.
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Slika 3.29: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlII. Izmerjeni in izracˇunani navpicˇni pomik na sredini razpona
plosˇcˇe wIII.
Figure 3.29: Prestressed concrete slab PlII. Measured and calculated vertical midspan deflection wIII.
Slika 3.30: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlIII. Izmerjeni in izracˇunani navpicˇni pomik na sredini razpona
plosˇcˇe wIII.
Figure 3.30: Prestressed concrete slab PlIII. Measured and calculated vertical midspan deflection wIII.
88 Krauberger, N. 2008. Vpliv pozˇara na obnasˇanje ojacˇanih betonskih linijskih konstrukcij.
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbenisˇtvo in geodezijo, Konstrukcijska smer.
Slika 3.31: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlIV. Izmerjeni in izracˇunani navpicˇni pomik na sredini razpona
plosˇcˇe wIII.
Figure 3.31: Prestressed concrete slab PlIV. Measured and calculated vertical midspan deflection wIII.
Preglednica 3.5: Primerjava numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov za mejni pomik na sredini plosˇcˇe
ter pozˇarna odpornost.
Table 3.5: The comparison of numerical and experimental results of limit midspan deflection. Fire
endurance of prestressed concrete slabs.
eksperiment program NFIRA
tcr wIII,cr t˜cr wIII,cr
vrsta plosˇcˇe [min] [cm] [min] [cm]
PlI 275 27.40 237 11.28
PlII 169 45.52 137 17.22
PlIII 276 36.29 198 13.83
PlIV 311 46.37 253 12.50
Na sliki 3.32 prikazujemo spreminjanje osne sile v betonu Nc in kablih N 1p za 0, 10, 70 in 137 minut
trajanja pozˇara. Spreminjanje osnih sil je simetricˇno glede na sredino plosˇcˇe. Opazimo, da je padec osnih
sil s cˇasom izrazitejsˇi, najvecˇji pa je v obmocˇju vnosa napenjalne sile v betonski del plosˇcˇe, in sicer ne
glede na cˇas trajanja pozˇara.
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Slika 3.32: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlII. Porazdelitev osnih sil v: (a) betonu Nc in (b) prednapetem
kablu N 1p za 0, 10, 70, 137 minut trajanja pozˇara.
Figure 3.32: Prestressed concrete slab PlII. The distribution of axial force in: (a) concrete Nc and (b)
prestressing tendon N 1p for 0, 10, 70, 137 minutes of fire.
Na sliki 3.33a prikazujemo porazdelitev zamikov∆1 na stiku med betonom in prednapetimi kabli. Opa-
zimo, da je zamik najvecˇji na robu plosˇcˇe in ne presega zamika na meji nosilnosti stika ∆I = 3 mm
(zakon stika na sliki 3.24). Opazimo tudi, da se s cˇasom zamik na stiku manjsˇa. Vzporedno na sliki
3.33b prikazujemo porazdelitev strizˇne komponente kontaktne linijske obtezˇbe p1t,p. Ta je na robu plosˇcˇe
najvecˇja in pada z oddaljenostjo od roba plosˇcˇe. Daljsˇi je cˇas trajanja pozˇara, izrazitejsˇi je padec strizˇne
komponente kontaktne linijske obtezˇbe. Na slikah 3.33a in 3.33b tudi nazorno vidimo nihanje∆1 in p1t,p
pri cˇasu t˜cr = 137 min. Znacˇilne kolicˇine za plosˇcˇo PlII predstavimo tudi v preglednici 3.6.
Slika 3.33: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlII. Porazdelitev: (a) zamikov ∆1 in (b) strizˇne komponente
linijske obtezˇbe na stiku med betonom in prednapetim kablom p1t,p za 0, 10, 70, 137minut trajanja pozˇara.
Figure 3.33: Prestressed concrete slabPlII. The distribution of: (a) slips∆1 and (b) tangential component
of bond stress vector between concrete and prestressing tendon p1t,p for 0, 10, 70, 137 minutes of fire.
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Preglednica 3.6: Prednapeta betonska plosˇcˇa PlII. Znacˇilne kolicˇine na stiku med betonom in pred-
napetim kablom in osni sili pri sˇtirih cˇasih trajanja pozˇara t = 0, 10, 70, 137 min.
Table 3.6: Prestressed concrete slab PlII. Characteristic quantities in a contact between concrete and
prestressing tendon and axial forces for four different times of fire duration t = 0, 10, 70, 137 min.
t = 0 t = 10 t = 70 t˜cr = 137
plosˇcˇa PlII [min] [min] [min] [min]
Nc,III [kN] −412.19 −411.33 −330.05 −250.65
N 1p,III [kN] 27.48 27.42 22.00 16.71
∆1I [mm] 1.02 1.03 0.97 0.88
p1t,p,I [kN/cm] 0.87 0.87 0.78 0.63
3.4.2 Prednapeta betonska plosˇcˇa s previsi
V drugem racˇunskem primeru obravnavamo prostolezˇecˇo prednapeto betonsko plosˇcˇo s previsi. Tudi
za to prednapeto plosˇcˇo obstajajo v literaturi eksperimentalni rezultati (Gustaferro in Selvaggio, 1967).
Gustaferro in Selvaggio (1967) sta plosˇcˇo v obmocˇju med podporama zgolj s spodnje strani izpostavila
pozˇarni obtezˇbi, pri kateri je temperatura pozˇarnega prostora narasˇcˇala skladno s pozˇarno krivuljo ASTM
E119 (slika 3.1). Na sliki 3.34 prikazˇemo geometrijske in materialne podatke ter podatke o obtezˇbi
prednapete plosˇcˇe s previsi.
Slika 3.34: Prednapeta betonska plosˇcˇa s previsi. Geometrijski in materialni podatki ter podatki o
obtezˇbi.
Figure 3.34: Prestressed concrete slab with overhangings. Geometrical, material and loading data.
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Plosˇcˇa je bila prednapeta s petimi kabli s precˇnimi prerezi Akp = 0.7 cm
2, prednapetimi s silami
N kp,predn = 84.46 kN (k = 1, 2, ..., 5). Debelina zasˇcˇitne plasti betona je a = 2.54 cm. Pri sobni
temperaturi (T = 20 ◦C) je izmerjena tlacˇna trdnost betona fc,T = 4.5 kN/cm2, izmerjena trdnost jekla
za prednapenjanje je fpy,T = 162.6 kN/cm
2 , karakteristicˇna trdnost pa fpk,T = 180.6 kN/cm
2. Rela-
tivna vlazˇnost okolice je RH = 67 ◦/◦. Poleg lastne tezˇe qZ,c = 1.72 kN/m je plosˇcˇa na obmocˇju med
podporama obremenjena tudi z zunanjimi tocˇkovnimi silami P (P = 12.25 kN).
3.4.2.1 Dolocˇitev temperature in vlage v precˇnem prerezu
Med eksperimentom je bila enakomerno ogrevana le spodnja povrsˇina plosˇcˇe v obmocˇju med podpo-
rama. Previsa plosˇcˇe nista bila izpostavljena pozˇaru. Bocˇne strani plosˇcˇe so bile med pozˇarom izoli-
rane. V analizi zato predpostavimo, da se temperatura in vlaga spreminjata le v precˇni smeri plosˇcˇe.
Za previsa plosˇcˇe predpostavimo, da se temperatura in vlaga med pozˇarom ne spreminjata. Cˇasovno in
krajevno razporeditev temperature in vlage v precˇnem prerezu izracˇunamo kot povezan prehod toplote
in vlage v kapilarno poroznih materialih. Postopek racˇuna temperature je podrobneje predstavljen v
podpoglavju 3.1.1, zato tu navajamo le vrednosti parametrov, ki jih potrebujemo pri racˇunu povezanega
prenosa toplote in vlage. Vrednosti parametrov so: vlazˇnostni potencial okolice je wA = 13.01 ◦M,
prevodnostni koeficient vlage Dm = 2.54 · 10−11 kg/ms◦M, specificˇna vlaga betona cm = 0.00115
kg/kgs◦M, prestopni koeficient vlazˇnosti hm = 4.04 · 10−8 kg/sm2◦M, delezˇ vlage v plinastem stanju
ε = 0.30 in izparilna toplota snovi hLV = 2.50 · 106 J/kg. Spreminjanje specificˇne toplote ter gostote
betona v odvisnosti od temperature uposˇtevamo skladno z evropskim standardom za beton Eurocode 2,
Part 1-2 (2003), spreminjanje toplotne prevodnosti betona pa povzamemo iz prvega racˇunskega primera.
Vpliv prednapetih kablov na razporeditev temperature in vlage zanemarimo.
Na sliki 3.35 prikazˇemo primerjavo med numericˇnimi in eksperimentalnimi rezultati za cˇasovno spremin-
janje temperature v plosˇcˇi, na mestu prednapetih kablov. Primerjavo rezultatov prikazˇemo na cˇasovnem
intervalu od 30 do 63 minut. Na tem obmocˇju je ujemanje izmerjenih in izracˇunanih temperatur zelo do-
bro, torej je predstavljeni matematicˇni model za dolocˇitev vlage in temperature v prednapetih betonskih
linijskih konstrukcijah med pozˇarom ustrezen.
Na sliki 3.36 prikazˇemo racˇunsko razporeditev temperature in vlage v precˇnem prerezu prednapete plosˇcˇe
pri treh razlicˇnih cˇasih trajanja pozˇara (10, 30 in 63 minut). V racˇunu smo uposˇtevali simetrijo precˇnega
prereza. Polovico prereza smo razdelili v mrezˇo 31×14 tocˇk. Cˇasovno razporeditev temperature in vlage
smo izracˇunali z diferencˇno metodo (podpoglavje 3.1.2). S tocˇko A na sliki 3.36 smo oznacˇili spodnjo
povrsˇino plosˇcˇe, s tocˇko B lego prednapetih kablov, s tocˇko C pa zgornjo povrsˇino prednapete plosˇcˇe.
Pri cˇasu t = 10min so izracˇunane temperature v referencˇnih tocˇkah naslednje: TA = 433 ◦C, TB =
45 ◦C in TC = 20 ◦C. Vrednosti potenciala vlage so po 10 minutah pozˇara skoraj nespremenjene.
Vrednosti v referencˇnih tocˇkah so: wA = 12.96 ◦M, wB = 13.01 ◦M in wC = 13 ◦M. Po 30 minutah
pozˇara temperatura v betonu na spodnjem robu plosˇcˇe naraste na TA = 726 ◦C, na mestu kablov pa na
TB = 212 ◦C. Na zgornjem robu plosˇcˇe je temperatura sˇe vedno 20 ◦C. Opazimo padec potenciala vlage
na spodnjem robu plosˇcˇe zaradi izhlapevanja vlage iz plosˇcˇe (wA = 12.84 ◦M, wB = 13.04 ◦M in wC =
13 ◦M). Po 63 minutah pozˇara je temperatura v betonu na spodnjem robu plosˇcˇe zˇe TA = 865 ◦C, na
mestu kablov pa zˇe TB = 428 ◦C, medtem ko ima zgornja povrsˇina plosˇcˇe sˇe vedno zacˇetno temperaturo.
Padec potenciala vlage pa je sˇe izrazitejsˇi, njegove vrednosti v referencˇnih tocˇkah so: wA = 12.69 ◦M,
wB = 13.05 ◦M in wC = 13 ◦M.
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Slika 3.35: Cˇasovno spreminjanje temperature v precˇnem prerezu na mestu prednapetih kablov. Primer-
java numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov.
Figure 3.35: Time dependent temperature in cross section in place of prestressing tendons. Comparison
between numerical and experimental results.
3.4.2.2 Analiza mehanskega odziva plosˇcˇe pri socˇasnem delovanju pozˇara in mehanske obtezˇbe
V nadaljevanju analiziramo napetostno in deformacijsko stanje prednapete plosˇcˇe s previsi pri socˇasnem
delovanju pozˇarne in mehanske obtezˇbe. Vpliv pozˇarne obtezˇbe uposˇtevamo s cˇasovno odvisnim tempe-
raturnim poljem precˇnega prereza, izracˇunanim v podpoglavju 3.4.2.1. Podrobneje nas zanima napetostno
in deformacijsko stanje v plosˇcˇi med pozˇarom ter primerjava dobljenih rezultatov z eksperimentalnimi
rezultati (Gustaferro in Selvaggio, 1967).
Konstitucijski zakon za beton in jeklo za prednapenjanje povzamemo skladno s priporocˇili iz Eurocode
2, Part 1-2 (2003). Uporabljeni parametri pri sobni temperaturi so: tlacˇna trdnost betona fc,T=20◦C =
4.5 kN/cm2, trdnost jekla za prednapenjanje fpy,T=20◦C = 162.6 kN/cm
2 (izmerjena vrednost karakte-
risticˇne trdnosti jekla je bila fpk,T=20◦C = 180.6 kN/cm
2). Preostali materialni parametri so enaki kot
pri prejsˇnem racˇunskem primeru, zato jih tukaj ne navajamo.
V skladu z Eurocode 2, Part 1-2 (2003) upsˇtevamo adicijski razcep mehanske deformacije betonskega
vlakna in jekla za prednapenjanje. Za racˇun prispevkov temperaturnih deformacij, deformacij lezenja in
t.i. prehodnih deformacij uporabimo enake modele in parametre kot pri prejsˇnem racˇunskem primeru.
Ohranimo tudi lastnosti konstitucijskega zakona stika med betonom in prednapetimi kabli (slika 3.24).
Na sliki 3.37 prikazujemo primerjavo med izmerjenim in izracˇunanim navpicˇnim pomikom prednapete
plosˇcˇe na sredini razpona (tocˇka III na sliki 3.34). Numericˇne rezultate prikazujemo za plosˇcˇo s podajnim
(θ0 = 50 kN/cm
3) in togim stikom (θ0 = ∞ kN/cm3) med betonom in prednapetimi kabli. Na sliki
vidimo, da je tudi pri plosˇcˇi s previsi pozˇarna odpornost pri racˇunu s togim stikom med betonom in kabli
bistveno vecˇja kot pri racˇunu s podajnim stikom. Rezultati za plosˇcˇo s podajnim stikom se bolje prile-
gajo eksperimentalnim rezultatom, cˇeprav so odstopanja relativno velika. Najvecˇja odstopanja ponovno
opazimo v obmocˇju, ko pricˇnejo pomiki plosˇcˇe hitro narasˇcˇati in izracˇunani pomiki zaradi nestabilnosti
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racˇunskega postopka ne sledijo izmerjenim vrednostim. Rezultate prikazˇemo tudi v preglednici 3.7.
Slika 3.36: Razporeditev temperature in vlage v precˇnem prerezu plosˇcˇe za 10, 30, 63 minut trajanja
pozˇara.
Figure 3.36: The distribution of temperature and moisture in slab cross section for 10, 30, 63 minutes of
fire.
V nadaljevanju analiziramo vpliv posameznih deformacijskih prispevkov na mehanski odziv prednapete
plosˇcˇe. Rezultate racˇuna zberemo v preglednici 3.7 in prikazˇemo na sliki 3.38. Na sliki 3.38 vidimo,
da imajo deformacije viskoznega lezenja jekla najvecˇji vpliv na mehanski odziv prednapete plosˇcˇe.
Pozˇarna odpornost plosˇcˇe je v primerjavi z ostalimi rezultati racˇuna manjsˇa kar za 22 ◦/◦. Iz povedanega
lahko sklepamo, da velja predpostavka, da je vpliv viskoznega lezenja jekla pri povisˇanih temperaturah
uposˇtevan zˇe v konstitucijskem zakonu za jeklo, ki ga podaja Eurocode 2, Part 1-2 (2003), in ga zato v
analizi ni smiselno dodatno uposˇtevati. Vpliv preostalih deformacijskih prispevkov na mehanski odziv
prednapete plosˇcˇe je bistveno manjsˇi. Vpliv deformacij lezenja betona pri povisˇanih temperaturah je
zanemarljiv, ker je cˇas trajanja pozˇara relativno kratek. Ko v racˇunu odziva uposˇtevamo t.i. prehodne
deformacije v betonu, so izracˇunani pomiki plosˇcˇe manjsˇi. Prehodne deformacije betona so nasprotnega
predznaka kot temperaturne deformacije.
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Slika 3.37: Prednapeta betonska plosˇcˇa s previsi. Izmerjeni in izracˇunani navpicˇni pomik na sredini
plosˇcˇe wIII.
Figure 3.37: Prestressed concrete slab with overhangings. Measured and calculated vertical midspan
deflection wIII.
Slika 3.38: Prednapeta betonska plosˇcˇa s previsoma. Vpliv uposˇtevanja prispevkov deformacij na ve-
likost mejnega pomika na sredini plosˇcˇe wIII.
Figure 3.38: Prestressed concrete slab with overhangings. The influence of strain contributions to value
of limit midspan deflection wIII.
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Preglednica 3.7: Vpliv prispevkov deformacij na velikost mejnega pomika na sredini plosˇcˇe.
Table 3.7: The influence of strain contributions to value of limit midspan deflection.
eksperiment program NFIRA
uposˇtevane deformacije tcr wIII,cr t˜cr wIII,cr
beton kabel [min] [cm] [min] [cm]
εth,c, εth,p 76 26.60 62.50 12.48
εth,c, εcr,c εth,p − pp − − pp − 62.89 14.03
εth,c, εcr,c, εtr,c εth,p − pp − − pp − 62.82 11.96
εth,c, εcr,c, εtr,c εth,p, εcr,p(Au50) − pp − − pp − 49.31 15.03
Na koncu racˇunske analize na slikah 3.41–3.43 ter v preglednici 3.8 prikazˇemo izbrane kolicˇine pred-
napete plosˇcˇe s previsi, in sicer: osno silo v betonu Nc in prednapetem kablu N 1p (slika 3.39), upogibni
momentMc v betonskem delu prednapete plosˇcˇe in skupni upogibni momentM =Mc−
∑np
k=1N kp zkp
v prednapeti plosˇcˇi (slika 3.40), zamik ∆1 in strizˇno komponento kontaktnega napetostnega vektorja
p1t,p na stiku med betonom in kablom (slika 3.41), deformirano obliko prednapete plosˇcˇe (slika 3.42) in
deformacijske kolicˇine v betonu, εc0, κc, ter prednapetem kablu ε1p (slika 3.43). Rezultate prikazˇemo pri
sˇtirih izbranih cˇasih trajanja pozˇara (0, 10, 30 in 63 minut). Zaradi simetrije plosˇcˇe in obtezˇbe nekatere
rezultate analize prikazˇemo le za polovico plosˇcˇe (0 ≤ x/L ≤ 0.5).
Na sliki 3.39 opazimo, da se osni sili v betonu Nc oziroma kablu N 1p med pozˇarom zmanjsˇujeta le v
osrednjem delu plosˇcˇe, t.j. med podporama, medtem ko se v obmocˇju vnosa napenjalne sile osni sili v
betonu oziroma kablu med pozˇarom ne spreminjata. Podobna ugotovitev velja tudi za upogibna momenta
Mc inM (slika 3.40). Pred nastopom pozˇarne obtezˇbe sta oba upogibna momentaMc inM najvecˇja
ob podpori (tocˇka II na sliki 3.34). Med pozˇarom se momentaMc inM ob podpori zmanjsˇujeta, v polju
pa povecˇujeta. Pri cˇasu t˜cr = 63min upogibni momentM v osrednjem delu plosˇcˇe spremeni predznak.
Pri tem cˇasu je njegova vrednostM = 5.49 kNm (tocˇka III na sliki 3.34).
Na sliki 3.41a opazimo, da je zamik ∆1 na stiku med betonom in kablom najvecˇji na robu plosˇcˇe (tocˇka
I na sliki 3.34) in ne presega zamika na meji nosilnosti stika ∆I = 3mm. Opazimo tudi, da se s cˇasom
zamik zelo povecˇa v obmocˇju podpiranja plosˇcˇe (tocˇka II na sliki 3.34). Opazimo, da se pri daljsˇem cˇasu
trajanja pozˇara zamiki pojavijo tudi v osrednjem delu plosˇcˇe. Nihanje zamikov v osrednjem delu plosˇcˇe
je najverjetneje posledica lokalizacije deformacij. Vzporedno na sliki 3.41b prikazujemo porazdelitev
strizˇne komponente kontaknega napetostnega vektorja p1t,p na stiku. Ta je na robu plosˇcˇe najvecˇja. S
cˇasom se strizˇna napetost najbolj povecˇa v obmocˇju podpiranja plosˇcˇe (tocˇka II na sliki 3.34).
Na sliki 3.42 opazimo, da se pomiki obravnavane prednapete plosˇcˇe med pozˇarom zelo povecˇajo. Pri
cˇasu t˜cr = 63min je najvecˇji izracˇunani pomik plosˇcˇe v polju 12 cm (povecˇa se kar za 99.8 ◦/◦), pri tem
pa se previsni del plosˇcˇe dvigne za 11.5 cm.
Na sliki 3.43 opazimo lokalizacijo deformacijskih kolicˇin betonskega dela plosˇcˇe (εc0, κc) pred racˇunsko
porusˇitvijo.
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Slika 3.39: Porazdelitev osnih sil v: (a) betonu Nc in (b) prednapetem kablu N 1p za 0, 10, 30, 63 minut
trajanja pozˇara.
Figure 3.39: The distribution of axial force in: (a) concrete Nc and (b) prestressing tendon N 1p for
0, 10, 30, 63 minutes of fire.
Slika 3.40: Upogibni moment: (a) v betonskem delu plosˇcˇe Mc in (b) v prednapeti plosˇcˇi M za
0, 10, 30, 63 minut trajanja pozˇara.
Figure 3.40: The distribution of the bending moment: (a) in concrete part of slab Mc and (b) in pre-
stressed concrete slabM for 0, 10, 30, 63 minutes of fire.
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Slika 3.41: Porazdelitev: (a) zamika ∆1 in (b) tangencialne komponente kontaktnega napetostnega vek-
torja vzdolzˇ stika med betonom in prednapetim kablom p1t,p za 0, 10, 30, 63 minut trajanja pozˇara.
Figure 3.41: The distribution of: (a) slip∆1 and (b) tangential component of bond stress vector between
concrete and prestressing tendon p1t,p for 0, 10, 30, 63 minutes of fire.
Slika 3.42: Deformirana oblika racˇunskega modela za 0, 10, 30, 63 minut trajanja pozˇara.
Figure 3.42: The deformed shape of mathematical model for 0, 10, 30, 63 minutes of fire.
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Slika 3.43: Porazdelitev: (a) specificˇne spremembe dolzˇine referencˇne osi betonskega dela nosilca εc0,
(b) psevdoukrivljenosti referencˇne osi betonskega dela nosilca κc in (c) specificˇne spremembe referencˇne
osi prednapetega kabla ε1p za 0, 10, 30, 63 minut trajanja pozˇara.
Figure 3.43: The distribution of: (a) extensional strain of centroidal axis for concrete part of beam εc0, (b)
psevdocurvature of centroidal axis for concrete part of beam κc and (c) extensional strain of centroidal
axis for prestressed tendon ε1p for 0, 10, 30, 63 minutes of fire.
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Preglednica 3.8: Prednapeta betonska plosˇcˇa s previsnima poljema. Znacˇilne kinematicˇne, ravnotezˇne in
deformacijske kolicˇine pri sˇtirih cˇasih trajanja pozˇara t = 0, 10, 30, 63 min.
Table 3.8: Prestressed concrete slab with overhangings. Characteristic kinematic, equilibrium and defor-
mation quantities for four different times of fire duration t = 0, 10, 30, 63 min.
t = 0 t = 10 t = 30 tcr = 63
[min] [min] [min] [min]
Nc,II [kN] −397.48 −385.71 −310.62 −172.03
Nc,III [kN] −416.33 −410.61 −314.63 −211.90
N 1p,II [kN] 79.50 77.14 62.12 34.36
N 1p,III [kN] 83.27 82.12 62.93 42.38
Mc,II [kNm] −24.40 −23.73 −19.43 −11.46
Mc,III [kNm] 6.57 6.90 12.39 18.23
MII [kNm] −47.12 −45.77 −37.18 −21.99
MIII [kNm] −17.23 −16.57 −5.60 5.49
∆1I [mm] 1.70 1.70 1.69 1.68
∆1II [mm] 0 −0.02 −0.17 −0.60
p1t,p,I [kN/cm] 1.56 1.56 1.56 1.56
p1t,p,II [kN/cm] 0.03 −0.11 −1.23 −1.51
uIV [cm] −0.04 −0.03 0.08 0.37
wIII [cm] 0.02 0.32 1.66 11.96
εc0,II,max −1.92 · 10−4 −6.65 · 10−4 −3.85 · 10−3 −1.75 · 10−2
εc0,III 1.34 · 10−4 7.11 · 10−5 −4.88 · 10−4 −9.67 · 10−3
κc,II,max 1.04 · 10−4 2.24 · 10−4 8.50 · 10−4 3.16 · 10−3
κc,III −9.37 · 10−6 −3.26 · 10−5 −1.38 · 10−4 −1.43 · 10−3
ε1p,I 6.19 · 10−3 6.19 · 10−3 6.19 · 10−3 6.19 · 10−3
ε1p,II,min 3.64 · 10−4 5.36 · 10−4 −1.10 · 10−4 −5.83 · 10−3
ε1p,II,max 3.64 · 10−4 2.69 · 10−4 1.64 · 10−3 3.58 · 10−3
ε1p,III 8.74 · 10−5 −9.78 · 10−5 −1.20 · 10−3 −1.19 · 10−2
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4 ZAKLJUCˇKI
V disertaciji smo predstavili matematicˇni model in racˇunski postopek za nelinearno analizo prednapetih
betonskih linijskih konstrukcij, ki so izpostavljene socˇasnemu delovanju mehanske obtezˇbe in pozˇara.
Pri izpeljavi modela smo uposˇtevali zamike na stiku med betonom in jeklom za prednapenjanje, lusˇcˇenja
betona pa nismo uposˇtevali. V ta namen smo v programskem okolju Matlab izdelali racˇunalnisˇki
program. Zaradi zahtevnosti problema smo disertacijo razcˇlenili na dva dela.
V prvem delu disertacije smo predstavili matematicˇni model in racˇunski postopek za analizo prednapetih
betonskih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi. Obnasˇanje betonskega dela prednapetega nosilca
smo opisali z Reissnerjevim modelom ravninskega nosilca, obnasˇanje prednapetih kablov pa z modelom
vrvi. Posplosˇene ravnotezˇne enacˇbe predstavljenega modela smo resˇili z metodo koncˇnih elementov. S
tem namenom smo razvili novo druzˇino deformacijskih koncˇnih elementov. Izpeljali smo jo z modifi-
ciranim izrekom o virtualnem delu. Znacˇilnost vpeljanih deformacijskih koncˇnih elementov je v tem,
da poleg deformacijskih kolicˇin interpoliramo tudi materialno koordinato x∗kp , ki posredno dolocˇa zamik
na stiku med betonom in prednapetimi kabli ter normalno komponento kontaktne linijske obtezˇbe pkn,p
k-tega prednapetega kabla (k = 1, 2, ..., np). Pri izpeljavi enacˇb smo se omejili na predhodno napete
elemente z ravnimi kabli, kjer smo k-ti prednapeti kabel predhodno napeli z zacˇetno silo prednapetja
N kp,predn oziroma deformacijo εkp,predn = N kp,predn/EpAp, (k = 1, 2, ..., np). Pri tem smo vpliv izgub
sile v kablih zaradi reolosˇkih pojavov zanemarili. Ker je pri vecˇini gradbenih konstrukcij vpliv strizˇnih
deformacij na njihovo obnasˇanje zanemarljiv, smo tudi njihov vpliv zanemarili. Ustreznost in natancˇnost
predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za staticˇno analizo prednapetih beton-
skih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi smo ocenili s primerjavo numericˇnih in eksperimentalnih
rezultatov. S primerjavo rezultatov in parametricˇnimi sˇtudijami smo ugotovili:
• Primerjava med eksperimentalnimi in numericˇnimi rezultati je pokazala relativno dobro ujemanje
rezultatov. Zato je predstavljeni matematicˇni model primeren za analizo prednapetih betonskih
linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi.
• Predstavljeni deformacijski koncˇni elementi so zelo natancˇni in neobcˇutljivi na vse vrste blokiranj.
Konvergencˇna analiza deformacijskih koncˇnih elementov je pokazala, da se natancˇnost izracˇunane
mejne nosilnosti obravnanih prednapetih betonskih nosilcev povecˇuje z vecˇanjem sˇtevila koncˇnih
elementov, hkrati pa se ne povecˇuje s stopnjo numericˇne integracije.
• Iz povedanega sklepamo, da so deformacijski koncˇni elementi primerni za analizo prednapetih be-
tonskih linijskih konstrukcij z uposˇtevanjem zamika na stiku med betonom in prednapetimi kabli.
• Togost oziroma podajnost stika med betonom in prednapetimi kabli bistveno vpliva na obnasˇanje
prednapetih betonskih linijskih konstrukcij. Ta vpliv je najvecˇji na duktilnost in nosilnost pred-
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napetih betonskih konstrukcij, nekoliko manjsˇi pa na togost. Zato podajnosti stika med betonom
in prednapetimi kabli v analizi prednapetih betoskih linijskih konstrukcij ne smemo zanemariti.
V drugem delu disertacije smo matematicˇni model in racˇunski postopek za analizo prednapetih beton-
skih linijskih konstrukcij pri sobni temperaturi razsˇirili na razmere, ki vladajo med pozˇarom. Model smo
razdelili v dve matematicˇno nepovezani fazi. V prvi fazi smo analizirali temperaturno-valzˇnostno stanje
v betonskem precˇnem prerezu. Za opis povezanega prenosa toplote in vlage po betonskem precˇnem
prerezu smo uposˇtevali matematicˇni model Luikova (Luikov, 1966). Pripadajocˇe enacˇbe smo resˇili z
diferencˇno metodo. Dobljene rezultate smo uposˇtevali v drugi fazi analize, kjer smo dolocˇili napetostno
in deformacijsko stanje prednapetih betonskih linijskih konstrukcij pri socˇasnem delovanju mehanske in
temperaturne obtezˇbe. Za materialne zakone betona, jekla za armiranje in prednapenjanje smo izbrali ne-
linearne zveze, pripadajocˇi materialni parametri pa so bili odvisni od temperature. Tudi za konstitucijski
zakon stika smo izbrali nelinearno in temperaturno odvisno zvezo med zamiki in strizˇnimi napetostmi
na stiku med betonom in prednapetimi kabli. Pri dolocˇitvi napetostnega in deformacijskega stanja pred-
napetih linijskih konstrukcij med pozˇarom smo poleg mehanskih in temperaturnih deformacij uposˇtevali
tudi t.i. prehodne deformacije betona in lezenje betona ter viskozno lezenje jekla za armiranje in pred-
napenjanje. Ustreznost in natancˇnost predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka
za analizo prednapetih betonskih linijskih konstrukcij pri socˇasnem delovanju mehanske in pozˇarne
obtezˇbe smo ocenili s primerjavo numericˇnih in eksperimentalnih rezultatov. S primerjavo rezultatov
in parametricˇnimi sˇtudijami smo ugotovili:
• Primerjava med eksperimentalnimi in numericˇnimi rezultati za cˇasovno spreminjanje temperature
v precˇnem prerezu je pokazala dobro ujemanje. Zato je cˇasovno razporeditev temperature v pred-
napetih betonskih linijskih konstrukcijah smiselno dolocˇiti z uposˇtevanjem matematicˇnega modela
Luikova, kjer prenos vlage in toplote po betonskem precˇnem prerezu obravnavamo povezano.
• Primerjava med eksperimentalnimi in numericˇnimi rezultati mehanskega odziva prednapetih be-
tonskih linijskih konstrukcij med pozˇarom je pokazala relativno dobro ujemanje, kar dokazuje
primernost predstavljenega matematicˇnega modela in racˇunskega postopka za analizo prednapetih
betonskih linijskih konstrukcij.
• Podrobna parametricˇna sˇtudija je pokazala, da togost oziroma podajnost stika med betonom in
prednapetimi kabli bistveno vpliva na napetostno in deformacijsko stanje prednapetih betonskih
linijskih konstrukcij med pozˇarom. Zato jih v analizi ne smemo zanemariti.
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